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Onsoz

Konya Teknik Universitesi Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi Harita
Miihendisligi Bolimi ogretim planinda okutulmakta olan diferansiyel geometri
dersi i¢in ders notu ihtiyaci, bu kitabin ortaya ¢ikis nedeni olmustur. Bu dersin
daha sonraki yariyillarda okutulan matematiksel jeodezi konularimin altyapisini
hazirlamasi diigtincesi ile genel bir diferansiyel geometri yerine egrilerin ve yiizeylerin
diferansiyel geometrisine odaklanilmigtir. Bu sekilde kiire ve elipsoit yiizeyi tizerinde
ac1, uzunluk ve alan biiyiikliiklerinin hesaplanmasi, temel 6dev ¢oztimleri ve harita
projeksiyonlar1 gibi konularda altyapi saglanmasi hedeflenmistir. Matematiksel
jeodezi ve harita projeksiyonlar1 gibi derslerde kisa bir diferansiyel geometri 6zeti
vermek yerine, ayri bir ders olarak ele alinmasinin daha dogru bir yaklagim oldugu
degerlendirilmektedir.

Ders, Konya’dan ayrilincaya kadar degerli meslektasim Prof.Dr. Aydm USTUN
tarafindan verilmig, kitabin ortaya c¢ikisi da bu dénemde olmustur. Ders ile
birlikte bu degerli caligma da tarafimdan devir alindiktan sonra daha fazla aligtirma
ve Orneklerle zenginlegtirilmis, bazi eklemeler yapilarak su an okuyucunun elinde
bulunan seklini almigtir.

Kitabin hacminin az olmasi ve erisim kolaylig1 nedenleriyle basili bir dokiiman
yerine elektronik ortamda yayimlanmasi tercih edilmistir. Kitaba http://www.
iobildirici.com/docs/hmdg.pdf baglantisindan erigilebilir.

Kitabin 6grencilerimize ve diger okuyuculara faydali olmasini dilerim.

Prof.Dr. Ibrahim Oztug BILDIRICI, Konya, 2020
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Bolum 1

Matematigi olugturan konular, yaganilan dénemle dogrudan iligkili oldugundan ilgi
ve anlamlandirmada zamana bagh degisimler goriiliir. Ornegin antik Yunan caginda
geometri, konumsal iligkilerin incelendigi bir matematik dali olarak algilanirken;
giiniimiizde diferansiyel topoloji veya diferansiyellenebilir manifoldlarin incelendigi
oldukca karmagik bir matematik dalina dontigmiigtiir. Benzer durum, geometrinin
bir alt kolu olan diferansiyel geometri i¢in de gecerlidir.

Klasik diferansiyel geometri, egri ve ylizeylerin yerel o6zelliklerini ele alir.
Burada yerel ozellikler denildiginde, egri ya da yiizeyin bir nokta civarindaki
(komgulugundaki) davranigi anlagihr. Modern yaklagimda, geometri ve diferansiyel
geometri arasindaki ¢izginin giderek kayboldugundan soéz edilebilir. Bu nedenle,

diferansiyel geometrinin tanimi, geometrinin modern tanimindan c¢ok da uzak
degildir:

Eqgri, yizey ve manifoldlarin geometrisini diferansiyel ve integral hesap yoluyla
inceleyen matematik dals.

Tanmimdan da anlagilacagi gibi diferansiyel geometri diferansiyel denklemler teorisi
tizerine kuruludur.

Manifold kavramindan matematikte yerel olarak E™ Oklit uzayma benzeyen
topolojik bir uzay anlagilir. Bir manifold global olarak bir Oklit uzayma benzemek
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zorunda degildir. Kiire, konunun anlagilmasi agisindan manifoldlara iyi bir 6rnektir.
Yerytiztintin seklini de kiire kabul edebilecegimize gore, yerytizii iizerinde herhangi
bir bolge diizleme (E? uzayma) izdiigiiriilebilir. Bagka bir bolgeye gecildiginde bir
bagka diizleme izdiigiim yapilmasi gerekir. Kesintisiz olarak kiirenin tamaminin
diizleme izdiigimii miimkiin degildir. Dinya haritalar1 yeryiiziiniin tamamini
gosterirler ancak kesintisiz degillerdir. Baglangic meridyenine gore yapilmis normal
konumlu bir diinya haritasinin sinirlart +180° meridyenleridir, ki bu meridyenler
kiirede gakigiktir (Sekil 1.1). Bir bagka manifold érnegi olarak torus verilebilir
(Sekil 1.2). Genel anlamda egriler ve ytzeyler manifoldlarin 6zel halleri olarak kabul
edilebilir. Bu baglamda manifold, egrileri ve yiizeyleri de kapsayan bir kavram olarak
diigiiniilmelidir. 1k kez G. F. G. Riemann'nin (1826-1866) habilitasyon tezinde!
kullanilmigtar.

Sekil 1.1: Mollweide projeksiyonunda Diinya

Fiziksel ve geometrik anlamda, teorik jeodezi geometri, diferansiyel ve integral
hesap kavramlarini kullanan diferansiyel geometriyi temel alir. Bu temel bilgi,
yeryuvarinin  agirhk (gravite) alam igindeki yerytizii noktasinda olugan gekiil
egrisinin ve onu dik kesen nivo yiizeylerinin yerel o6zelliklerini belirlenmesini
olanakli kilar. Ote yandan, aym bilgi yeryuvarimin haritasmm elipsoit, kiire,
diizlem gibi degisik yiizeylere aktarilmasinda da kullanilir. Bu acgdan klasik
diferansiyel geometrinin temellerinin atilmasinda jeodezik problemlerin 6nemi
biiytiktir. Gauss'un 1821-1825 yillar1 arasinda Hannover Kralliginin 6l¢iimii i¢in ag1

'Doktora sonrasi yapilan ikinci bir tez calismasi. Almanya ve bazi iilkelerde dogent/profesor
olabilmek i¢in béyle bir tez yapilmasi gerekir.



Sekil 1.2: Bir manifold 6rnegi olarak torus

ve uzunluk gozlemleriyle tesis ettigi yiizey nirengi ag1 (Sekil 1.3), egriler ve ytizeyler
i¢in diferansiyel geometrinin teoriden pratige gectigi ilk 6érnek olmustur.

Sekil 1.3: C. F. Gauss’un (1877-1855) Hannover Kralligimin dl¢iimi igin kurdugu
nirengi agi

Jeodezide, kiiciik olgekli yiizey kontrol aglarina ait 6l¢ii ve hesaplamalar, cogu
kez yeryiiziintin bir diizlem oldugu varsayilarak gerceklestirilir ve kontrol noktalar
arasindaki konumsal iligkiler diizlem geometri yardimiyla incelenir. Caligma alani
genigledikce, bu varsayim gecerliligini kaybeder; olgiillen kenarlar yeryuvarinin
basit anlamda kiireye benzerligi nedeniyle biiyiik daire yay1 parcalarina doniigtr.
Verilen ornegi bir adim daha ileriye gotiirelim ve yilizey aginin iilke olgmeleri
icin kullanilacagimi diigiinelim. Bu durumda, referans yiizeyi artik donel ellipsoit
olmalidir.  Bununla birlikte, ag noktalarimi birlestiren kenarlar buytk daire
yvaylarindan giderek uzaklagir; bagka bir yilizey egrileri olurlar.  Ancak, tim
bu degisimlere kargin, ytlizey agimin kenarlari yeryuvarinin boyutlarina kiyasla
diferansiyel kabul edilebilecek kadar kii¢iiktiir; sonlu veya kapali ytlizey egrilerinin
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diferansiyel biyiiklikleri olarak goriilebilir. Ote yandan, gozlem sonuclar
olarak elde edilen uzunluk ve acilardan yola ¢ikilarak, tersine bir islemle
yiizeyin geometrisi hakkinda da bilgi elde edilebilir. Iste, egri ve yiizeylerin
diferansiyel geometrisinden yararlanarak yerytliziiniin g¢ok sayida ylzey agiyla
kaplanmasinin nedeni, yeryuvarinin seklinin belirlenmesi ve bir bagka ylizeye
(haritaya) aktarilmasidir.

Harita miihendisligi uygulamalarinda diferansiyel geometri bilgisine, genellikle
degisik ytzeyler tizerindeki temel 6dev problemlerinin ¢ozimi icin gereksinim
duyulur. Burada s6z konusu yiizeyler, yeryuvarinin geometrik referans modelleri
olarak kullamilan diizlem, kiire ve donel elipsoittir. Temel 6dev problemlerinin
esgitlikleri egri ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi yardimiyla cikarihirlar. Genel
diferansiyel egitlikler her tiirlii (diferansiyellenebilir) yiizey igin ayni olsa da, mutlak
egitlikler ytlizeyden yiizeye farklilik gosterir. Yiizey egrilerinin egrilik 6zelliklerine
gore formiilasyon karmagik gortiniim alir. En yalin temel 6dev esitlikleri egriligin
sifir kaldigr diizlem Ol¢gmelerinde ortaya ¢ikar. Bundan bagka, yeryuvarinin etrafinda
dolanan yapay uydularinin hareketlerini incelemek ve bir uydunun yoriingesindeki
konumunu belirlemek i¢in de bu temel bilgilere ihtiyag¢ vardir.

Diferansiyel geometri, 19. ytlizyilin ortalarina kadar matematik anlamda acik bakig
acisina gore, baska bir deyisle, Oklit uzayinda egrilerin ve yiizeylerin diferansiyel
geometrisi olarak galigilmigtir. G. F. G. Riemann’dan (1826-1866) itibaren ise,
Oklit geometrisi genellestirilerek kapal bakis acis1 —Riemann geometrisi— gelistirildi
(Wikipedia, 2009). A. Einstein (1879-1955) genel gorelilik (izafiyet) kuramini
Riemann geometrisini kullanarak aciklamigtir.

Bu ders notu oncelikle matematiksel jeodezi konularinin anlagilabilmesi icin bir
althk olusturmak tizere hazirlanmigtir. Matematiksel jeodezide oncelikle elipsoit
yiizeyi ve yiizey iizerinde egriler incelenir. Yiizey tizerinde egri uzunluklari, egriler
arasindaki acilar ve parametre egrileri ile sinirlanmig boélgelerin alanlar: hesaplanir.
Temel 6dev ¢oziimleri yapilir. Bu amagla egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi
ele alinmigtir. Ayrica harita projeksiyonlarinin temelini olugturmasi nedeniyle bir
yiizeyin bir bagka ytlizeye izdligiimii ile egrilerin ve yiizeylerin incelenmesindeki énemi
nedeniyle tensorler konular: da kitabin kapsaminda yer almaktadir.

Matematiksel jeodeziye altlik olusturmak tizere egriler ve ytlizeylerin diferansiyel
geometrisi genellikle matematiksel jeodezi kitaplari icerisinde ele alimmugtir (Ornegin
Grossmann (1976), Aksoy ve Giineg (1983)). Ay bir kitap olarak Tiirkge kaynaklar
igerisinde Oztan vd. (1988) ¢ok taninan bir eserdir.
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VEKTORLER ve VEKTOR FONKSIYONLAR

Iki veya ii¢c boyutlu uzaya iliskin egri ve yiizeylerin geometrik 6zellikleri, bu dersin
konusunu olugturmaktadir. Egri ve yiizeyler, koordinat geometrisi olarak genellikle
kartezyen koordinatlarla iligkilendirilir. Kisacasi bu geometrik nesneler, kullanilan
koordinat sisteminin parametrelerine bagli birer analitik fonksiyon bi¢iminde ifade
edilirler.

Bir nesnenin geometrik ozellikleri (6rnegin bir skaler buytkliikk) farkli koordinat
sistemlerinde farkli denklemlerle gosterilir. Oysa biyiikligin kendisi, 6rnegin
iki nokta arasindaki uzunluk, hangi koordinat sistemi kullanilirsa kullanilsin ayni
kalmalidir. Iste bu gibi farkli koordinat sistemlerinin diferansiyel hesaba olan etkisi,
vektorler kullanilarak basitlegtirilebilir. Bu nedenle, esas konulara ge¢cmeden 6nce
temel vektor cebrini ve gosterimini sunmak yararh olacaktir.

E3 uzaymnda analitik islemler icin birbirine ikiser ikiser dik ii¢ eksenden olusan
Kartezyen ya da dik koordinat sistemi kullanilir. Uzayda ti¢ eksen sag ve sol sistem
olarak adlandirilan iki sekilde yerlegtirilebilir. 2 ekseni xy diizleminde z ekseni
etrafinda saat ibresinin tersi yonde donduriildiigiinde y ekseni ile ¢akigirsa sag sistem
olarak adlandirihr. Saat ibresi yoniinde dondiiriiliince ¢akigir ise bu kez sol sistem
olugur (Sekil 2.1). Bu kitap kapsaminda genel olarak sag sistem kullanilacaktir.
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AR A2
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sol sistem sag sistem

Sekil 2.1: E3 uzaynda sag ve sol Kartezyen koordinat sistemleri
2.1 Vektorler

Vektor (yoney) bir siddet ve yon agiklayan dogru pargalarina denir. Fizikte
karsimiza cikan hiz, ivme, kuvvet vb. biiyiikliikler birer vektérdiir. Uc boyutlu
(E3) OKlit uzayimnda bir vektorden soz edildiginde, ay, as, as reel sayilar olmak iizere
a = (ay,a9,a3) seklinde siralanmig tiglii say1 kiimesi anlagilir. Uzayda bir nokta,
bilegenleri skaler biiyiikliikler olan say1 kiimesinden biri ile gosterilir. Vektoriin
yonii bu noktay1 isaret eder. Baglangici koordinat sisteminin merkezinde bulunan
vektorlere mutlak vektorler denir. Vektoriin baglangicit uzayimn herhangi bir noktasi
ise bagil ya da goreli vektorlerden soz edilir. Hareketli cisimlerin yer degistirmeleri
bagil vektorlerle temsil edilir. Sekil 2.2 mutlak ve bagil vektorleri gostermektedir.
Bir vektorin otelenmesi, onun siddetini ve dogrultusunu degistirmez. Vektorlere
iligkin baz1 tamimlar agagida verilmektedir:

—a = (—ay, —az, —a3) Negatif vektor
0=(0,0,0) Sifir vektor

lal| = \/a} + a3 + a3 Vektor uzunlugu (siddeti)

Buna gore; a i¢in agagidaki ozellikler gecerlidir:

lafl> 0,
la|l=0 = asifir vektor (a = 0),

la|=1 = a birim vektor.
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Sekil 2.2: E? uzayimnda mutlak (a) konum vektorii (solda). E? uzayinda mutlak (b)
ve bagil (c) konum vektori (sagda)
2.1.1 Vektorlerin toplami

a = (ay,ag,a3) ve b = (by, by, b3) vektorleri verilsin. Bu iki vektoriin toplami
elemanlariin karsilikli toplamina egittir:

a+b:(a1+bl,a2+b2,a3—|—b3) (21)

(2.1)’e gore vektor toplami agagidaki ozellikleri saglar:

a+b=b+a Degisme ozelligi

(a+b)+c=a+(b+c) Birlegme ozelligi
O+a=a
a+(—a)=0

Vektorlerin fark: ise elemanlarin kargilikli farklarina egittir.

a—b= (al—bl,ag—bg,ag—bg) (22)

a ve b vektorlerinin olugturdugu paralelkenarda a + b vektorii uzun kosegene, a -
b vektorii ise kisa kogegene esittir (Sekil 2.3).
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Sekil 2.3: Vektorlerin toplami ve fark:

2.1.2 Bir vektoriin bir skaler ile carpimi

k reel bir say1 ve a bir vektor olmak tizere ikisinin ¢arpimu,
ka = (/{:al, /{ZCL27 kag) (23)

bi¢iminde gosterilir. Vektorlerin skaler sayilarla ¢arpima,

ki(kqa) = kikoa Birlesme ozelligi
k(a+b)=ka+ kb Yayilma 6zelligi
l(a)=a

esitliklerini sagladigindan pozitif bir sayiyla carpim, vektoriin yoniinii degistirmez;
sadece giddetini (uzunlugunu) skaler sayimin buytkligi oraninda degistirir. Negatif
bir sayiyla carpim, vektor yontiini tersine cevirir. Bir vektor uzunlugunun tersi ile
carpilirsa kendi dogrultusunda birim vektor elde edilir:

a
e=— (2.4)
all
2.1.3 Dogrusal bagimlilik ve dogrusal bagimsizlik
k1, ko, ..., k, skaler buiytikliiklerden en az biri sifirdan farkli olmak kosuluyla;
]{311,11 + ]{?21,12 + ...+ k?nlln =0 (25)

esitligini saglayan uy, ug, ..., u, vektor ailesi dogrusal (lineer) bagimhidir denir. Aksi
durumda ya da bir bagka deyigle, (2.5) esitligi sadece ky = ks = ... = k, = 0
olmasi durumunda saglaniyorsa soz konusu vektorler dogrusal bagimsizdir. Bir
dogru boyunca alinan iki vektér a ve b olsun. Bu vektorlerin baglangic noktalar:
ayni ise, a ve b dogrusal bagimhdir (egdogrusal). Bir diizlem boyunca alinan a, b
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ve ¢ vektorleri ayni baglangi¢ noktasindan ¢ikiyorsa, s6z konusu voktorler dogrusal
bagimhdir (esdiizlemsel). Ug boyutlu uzayda ayni noktadan ¢ikan dogrusal bagimsiz
i¢ vektor her zaman bulunabilir. Ancak aym uzayda 4. vektor bu vektor kiimesini
dogrusal bagimli duruma getirir.

(2.5)’e gore; herhangi bir vektor, dogrusal bagimsiz vektorlerin  dogrusal
kombinasyonu (fonksiyonu) bigiminde gosterilebilir:

u = k’llll + k’gllg + ...+ k:nun (26)

2.1.4 Baz vektorler ve bilesenleri
Ug¢ boyutlu uzayda e; = (1,0,0) ey = (0,1,0) e3 = (0,0,1) dogrusal bagimsiz

vektorleri olusturur. Bu vektorlere baz vektorler denir. Uzayda herhangi bir vektor,
baz vektorlerin dogrusal fonksiyonu olarak ifade edilebilir:

a = (k:lel + ]{?262 + k’geg) (27)

Burada ki, ke, ks skalerleri baz vektorlerine iligkin bilegenlerdir.

Teorem 2.1 E3’de dogrusal bagumsiz herhangi ti¢ vektor bir baz sistemi olusturur.

E®’de herhangi ii¢c vektoriin,

a = ae; + aey + ases
b = b1e1 + b2e2 + b393
cC = c1e; + 69 + cC3€3

dogrusal bagimli olup olmadigini anlamak i¢in baz vektor bilegenlerinin determinan-
tina bakmak yeterlidir:

a; ag as
A = det bl bg b3 (28)
C1 C2 C3

A = 0 ise a, b, c vektorleri dogrusal bagimlidir.

Ornek 2.1

a=(21,0),b=(1,-1,2), c = (58,1) vektérlerinin E*’de bir baz sistemi olusturup
olusturmadigini belirleyiniz.
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Vektor bilegenlerinin determinanti,

2 1 0
A=det|1 -1 2| =-25 , A#0
5 8 1

oldugundan a, b, ¢ vektorleri dogrusal bagimsizdir; E3’de bir baz sistemi olustururlar.

Ornek 2.2

uy, up, ug E3’de bir baz sistemi olustursun. Bu baz sisteme gore tanimli a = 2u; — uy,
b = uy — 2u3 ve ¢ = 3u; + ug vektorleri dogrusal bagimsiz midir? Belirleyiniz.

a, b, c vektorleri i¢in yazilacak,
kia+ kob + ksc = (2/€1 + 3k3)111 + (—kl + kg)llg + (—2]6‘2 + /<:3)u3 =0

esitliginin sadece k1 = ko = k3 = 0 olmasiyla saglanmasi, bu vektorleri dogrusal bagimsiz
yapar. up, Ug, us bagimsiz olduguna gore;

2k1 +3ks3 =0
—k1+ko=0
—2ky+ k3 =0

denklemleri bir homojen denklem sistemi olugturur.

2 0 3

A=|-1 1 0

0o -2 1
Ax=0

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden det(A) = 8 # 0 oldugundan k; = ko = k3 = 0 sonucu
cikar. a, b, c vektorleri dogrusal bagimsizdir.

2.1.5 Vektorlerin skaler carpimi

Iki vektor a = (ay, ag, as) ve b = (by, by, b3)'nin skaler (i) carpimu reel bir say1 verir:
a-b= albl + a2b2 + a3b3 (29)
Iki vektor arasindaki aci 6 olmak iizere skaler carpimin bir bagka gosterim bicimi,

a-b = ||a|| ||b| cosb (2.10)
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esitligi ile gosterilir. a = b ise § = 0° olacagindan,

a-b=|al? (2.11)
sonucu ¢ikar. Skaler carpim,
a-b=b-a simetri ozelligi
(ka)b = k(a-b) = skaler
a-(b+c)=a-b+a-c yayilma 6zelligi
a-a>0 i¢ carpim pozitif taniml

ozelliklerini yansitir. Bu oOzelliklerden hareketle a ve b vektorleri Cauchy-Schwarz
esitsizligini,

a- b < la] - |[bl] (2.12)
saglar. Esitlik durumu, sadece vektorlerin dogrusal bagimli olmasiyla gegerlik
kazanir.

Sifir vektorit olmayan iki vektor arasindaki agt @ = 4(a,b), skaler garpim ile
bulunabilir. Burada, 6 € [0,7] (2.10)’a gére a'min sifirdan farkli bir bagka vektor
dogrultusuna (skaler) izdigiimiini,

. b
Izd,(a) = Ha||cosem (2.13)

saglar (Sekil 2.4). Iki vektér birbirine dik ise (§ = =/2) izdiigiim sifira esittir
(ortagonal vektor).

0 O
+ Izd,(a) =

Sekil 2.4: I¢ carpim geometrisi (a vektériiniin b vektoriine izdiistimii)

aq, as ve as, a vektoriiniin E? uzayinda koordinat sisteminin eksen dogrultulariyla
(e = (1,0,0), e; = (0,1,0) ve e3 = (0,0, 1)) yaptig1 uzay agilari olsun. a’nin e;
birim vektorler ile skaler ¢arpimi igin,

a-e; = |a]|cosay

a- ey = ||la]| cosay (2.14)

a-e3 = |al|cosas
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esitlikleri yazilabilir. Burada n = -2 olmak iizere,

|all
n-e =cosae; , 1=1,23

a vektoriiniin dogrultu kosiniislerini verir.

Ornek 2.3
a=(3,4,5) ve b = (2,1,1) vektorleri arasindaki aciy1 hesaplayimiz.
Iki vektoriin skaler carpimi ve uzunluklar,
a-b=3-244-145-1=15 , |a|=5v2 , |b]=v6

olduguna gore (2.10)’dan

= §=230°

a-b 15 V3
cosf = = = —
lall Ibl|  5v12 2

cikar.

Ornek 2.4

a = (3,4,5) vektoriiniin dogrultu kosiniislerini bulunuz.

la| = 5v2
a < 3 4 1 )
n=_—-—= ) y T =
kY 5v2°5v2 V2

V2 52
3
cosaq] =n-e] = ——
1 1 52
4
COSQo =N-€y = ——
2 2 52
1
coOS(3 =N-€3 = ——
V2

2.1.6 Ortonormal bazlar

er, ey, es karsilikli olarak ortagonal baz vektorlerdir; ¢iinkii,

81'82281'63262'6320 61'61262'82263’83:1

(2.15)

(2.16)
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ya da kisaca,

1 L
e; - ej = 5ij = Z ] (217)
0 i

esitligini saglarlar. S6z konusu birim vektorler ortonormal baz olarak adlandirilan
baz sistemi olugtururlar.

2.1.7 Vektorel carpim

a = aje; + asey + azes ve b = bye; + byes + bzes olmak tizere vektorel carpim,

axb= ((lng — agbz)el + (a31)1 — a1b3)62 + (ale — a2b1>83 (218)
€1 €2 €3
= det ay Gz das
by by b3

_ Qg a3 . a; as ay ao
—det(b2 b;;)el det(b1 b3)82+det(b1 b2>93

esitligi ile tammmlanir. Sonug sifir vektoriinden farkliysa (a x b # 0), a ve b dogrusal
bagimsiz, aksi durumda dogrusal bagimlidir.

Dogrusal bagimsiz vektorlerin vektorel ¢arpimina iligkin bazi 6zellikler asagidaki
gibidir:

axblab (Sekil 2.5)
axb=-bxa (ters yansima 6zelligi)
ax(b+c)=axb+axc (yayilma ozelligi)
(ka) x b = k(a x b) (k : skaler)

axa=0

Teorem 2.2 Vektirel carpym sonucu ortaya ¢ikan yeni vektorin siddeti ||a x b||, a
ve b vektorlerinin olusturdugu paralelkenarin alanini verir:

lax bl = [la] - [b][sinf , 6= L(a,b) (2.19)

Buna gore iki vektor arasindaki ag1 vektorel carpimdan yararlanilarak da bulunabilir.

la > bl

Jal- bl 220

sinf =
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axb

a

Sekil 2.5: Vektorel carpimin geometrik gosterimi

Ornek 2.5
a=(3,5,2) ve b = (4,4,2) vektorlerinin vektorel garpima,
axb=(5-2-2-4)e1+(2-4—-3-2)ea+(3-4—5-4)e3 = 2e; + 2e2 — 8es
ve olusturduklar: paralelkenarin alani,
Ja x bl| = v/22 + 22+ (—8)2 = 62

olur. Tki vektor arasindaki aci,

lal = V38 |b]| =6
sinf = lla x bl _ !
[all -[bl] /19

0 = 13.2626°

2.1.8 Skaler iiglii carpim

a - b x c kangik ya da fglii skaler carpim olarak adlandiriir.  Parantez
kullamlmadiginda garpim genellikle a - (b X c) seklinde anlagilir.

a = aye; + azey + ases , b= b1e1 + b2€2 + b3€3 , C=c1€] + cpey + C3€e3

olmak ftizere, ticli skaler ¢carpimi satir vektorlerinin determinantina esittir:

€ € €3
a-bxc = (a1e1 + aseq + a363) . b1 bg b3
1 G2 C3

0w o (2.21)

= det bl b2 b3

Ci C2 C3
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x
Sekil 2.6: a, b, c vektorlerinin olusturdugu paralel ytizli

Bir bagka gosterim,
[abcJ=a-bxc=axb-c

ile verilir. Vektorlerden ikisi yer degigitirirse carpim isaret degistir:

c-bxa=-a-bxc

a, b, c vektorleri dogrusal bagimli ise
[abc]=0

gikar. Vektorler ayni diizlem tizerindedir.
Teorem 2.3 a, b ve c bir paralel yizli olustururlar; bunlarin skaler tig¢li carpima

paralel yizlinin hacmini verir. Sekil 2.6"e gore paralel yizlinin taban alany ||b xc||,
(2.22)

yiksekligi h = ||a|| cos @ oldugundan cismin hacmi,
V=a-(bxc)=|bxc|-|alcosb

esitliginden bulunabilir.

Ornek 2.6
a = (1,5,2), b = (1,5,5) ve ¢ = (5,1,2) vektorlerinin olugturdugu paralel yiizliiniin
hacmini bulalim.
1 5 2
V=labc]=det| 1 5 5 | =72
5 1 2
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[abc] # 0 olmasi vektorlerin dogrusal bagimsiz, dolayisi ile ayni diizlemde olmadiklarim
gostermektedir.

2.2 Vektor Fonksiyonlar

Her eleman: bir skaler fonksiyon ile tanmimh vektore, vektér fonksiyon denir. E3’de
bir vektor fonksiyon,

f(t) = [x(t),y(t), 2(t)] = ve1 +yes +2e3 , tER (2.23)
bi¢iminde gosterilir. Burada vektor bilegenleri,

r=uxz(t) , y=ylt) , z=2z() (2.24)

bagimsiz degisken ¢'nin fonksiyonudur. (2.24), vektoér fonksiyonun parametrik
denklemleridir. f vektor fonksiyonu ¢ zaman veya belli bir egri boyunca alinan s
yay uzunlugu ya da bagka bir parametreye baglh olabilir. Diferansiyel geometride
vektor fonksiyonlar genellikle bir ya da iki degiskenlidir. Ornegin,

f:tel—E? iki boyutlu uzayda f(t)

3 . (2.25)

g:uecAve B—+E ti¢ boyutlu uzayda g(u,v)
vektor fonksiyonlar1 ayri ayri iki topolojik uzay arasindaki izdigimii (mapping)
gerceklegtirir. f(¢) I C E arahginda tanimh her ¢ degerine E? uzayinda karsilik
bulurken, g(u,v) swrasiyla A, B C E araliklarinda tammmh u,v degerlerini E?
uzayindaki bir noktaya doniigtiirmektedir. Buna gore her iki vektor taniml olduklar:
araliklarda siirekli oldugu siirece uzayda diizenli noktalar kiimesi olusturur. Tek
parametreli bir vektoriin uzaydaki izi egri, iki parametreli vektortin izi ise bir
yiizeydir. E? ve E? uzaymda tek parametreli vektor fonksiyonlara ait iki érnek
Sekil 2.7’de gosterilmektedir.

(2.25)’de oldugu gibi, bir vektoér fonksiyonun uzayda kesintisiz bir egri ya da yiizey
belirtebilmesi i¢in tamim araligi boyunca siirekli olmasi gerekir. Vektor degerli
fonksiyonlarin siirekliligi skaler degerli fonksiyonlar gibidir. f(¢) vektor fonksiyonu
to noktasi civarinda tanimh olsun ve keyfi olarak secilen ¢ icin f(¢) — £(o) vektorel
farkin uzunlugu (normu) e ile gosterilsin. € > 0 esitsizligini saglayan her e degerine
kargihik bir 6 > 0 degeri bulunabiliyorsa f(¢) nin bir ¢y’da limiti var demektir ve

lim £(t) = lim f(to + ) = £(to) (2.26)

t—to
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z Y
1
-
T
=~y
x
f(t) = [cost,sint, ] f(t) = [cost,sint]

Sekil 2.7: E3 ve E? uzaymda f(t) vektor fonksiyonunun izi

bigiminde gosterilir. (2.26) tersten okunursa § = |t — to| > 0 esitsizligini saglayan
her t degeri igin € = [|f(t) — £(t)|| > 0 sonucunun elde edilebilecegi anlami gikar.
Bir fonksiyonun t; noktasinda limitinin varligi onun yerel Ozelligini yansitir. Bu
durumda f(¢)’ye, t = ty noktasinda stirekli vektér fonksiyon denir. Tek degiskenli
bir fonksiyon icin egri grafiginin el kaldirmadan cizilebilmesi onun siirekli olmasinin
bir sonucudur.

Strekli bir vektor fonksiyon icin bilegenlerinin de stirekli olmasi gerek ve yeterlidir:

lim f(¢) = lim z(t)e; + lim y(t)ey + lim z(t)es (2.27)
t—to t—to

t—to t—to
Stirekli fonksiyonlarin toplami, skaler ve vektorel carpimlar: da siireklidir.

Ornek 2.7

f(t) = a+ bt + ct? vektor fonksiyonunda a, b, ¢ sabit vektorler olsun. to noktasinda limit,

lim f(t) = lim (a + bt + ct?) = a + bty + ct? = f(t)

t—to t—to

sonucunu verdiginden ¢’'nin tiim degerleri igin f(¢) siireklidir.

Ornek 2.8
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Agagidaki vektor fonksiyonun ¢’nin tiim degerleri igin siirekli olup olmadigini inceleyelim.

t 1 ici i +13

1C111 e e

£(t) = ¢ pop T
t =1 icin 2e; + eq

to 75 1 i(;in,

lim f(¢) = li £l + 3 _ -l + t3es = f(to)
P T\ t—1 ! €2 _to—le1 0€2 = 1t

to = 1 icin,

21
lim f(t) = lim <t e + t362> = hm((t + 1)61 + t362) =2e1 t+ey = f(l)
t—1 t—=1\ t—1 t—1

olur. Buna gore f(t), tiim ¢ degerleri i¢in streklidir.

2.2.1 Vektor fonksiyonun tiirevi

Tirev, herhangi bir fonksiyonun belirli bir noktadaki egimini veren denklemdir.
Vektor fonksiyon agisindan f(¢) nin to noktasindaki tiirevi to ve to+At’deki degerleri,

t= to IQIII f(t[))
t= to + At 1gln f(t() + At)

yardimiyla incelenebilir. Burada At, t’deki ¢ok kii¢iik bir degigimi ifade etmektedir.
Girdiler ve giktilar arasindaki farklarin orani,
f(to + At) —f(to)  Af(2)
t —to At

olugturulsun. t — ty veya At — 0 i¢in bu oranin limiti,

lim —f(t) — f(to) = lim Af(t)

t5te t—ty  At=0 At (2.28)

varsa, bulunan limit degerine f(¢)'nin ¢ = ¢y noktasindaki tirevi denir ve

£/(to) = (%ﬂ)tto (2.29)

ile gosterilir. Tirevlenebilirlik, fonksiyonun ¢y’da siirekli oldugunun gostergesidir. ¢,
to’a yaklagtikca f(t) — f(to) vektorii ¢y noktasinda uzay egrisinin tegetine dontgiir
(Sekil 2.8).
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Vektor fonksiyonun bir noktadaki tiirevi,

dr dy dz
f'(ty) = —, =, — 2.30
(to) (dt’dt’dt) (2.30)

bilesenlerinin tirevi ile tammmhdir.  (2.30) yeniden tiirevlenebilir bir vektor
fonksiyondur. Ikinci mertebeden tiirev,

” d*x d*y d*z
(o) = (ﬁaﬁaﬁ) (2.31)

olmak iizere, daha ytiksek mertebeli tiirevler benzer bigimde ifade edilebilir.

y =t

f'(to)

|
|
|
|
|
/ to — t r=1

Sekil 2.8: Tiirevin geometrik yorumu

f(t), g(t) ve h(t) belirli bir aralikta tanimh fonksiyonlar olsun. Bu fonksiyonlar igin
asagidaki tirev kurallar1 gegerlidir:

d df  dg

Lirg = % (2.32)
%(hf) = h% + f% (2.33)
%(f g) = %g + ffl—f (2.34)
%(fxg):%xg%—fxz—f (2.35)

Skaler degerli fonksiyonlarda oldugu gibi, belirli bir aralikta sabit vektor degerli
fonksiyonun tiirevi s6z konusu araligin her noktasinda sifira esittir. Dolayisiyla,
ornegin e birim vektortin tirevi kendisine diktir:

de
— =0 2.36
Cat (2:36)
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Bilegik bir vektor fonksiyonun tirevi zincir kurali yardimiyla alinabilir:

df(t)  df(t) dt(0)
a0~ dt  do

(2.37)

Ornek 2.9
—00 < t < 400 araliginda tanimli,

f(t) = t?e; + atey
g(t) = acoste; + bsintes

vektor fonksiyonlariin skaler carpimlarinin tiirevi,

d
- () -8(1)) = F'(D)g(t) + £(1)e'(?)
= (2te1 + aeq) - (acoste; + bsintey) + (t2e1 + atey) - (—asinte; + bcostes)

= atcost(2 +b) + asint(b — %)

Vektor fonksiyon ve tiirevinin uygulamadaki énemi, 6zellikle hareket eden nesnelerin
incelenmesi sirasinda karsimiza cikar. Ornegin bir uydunun yerkiire etrafindaki
zamana bagh yoriinge hareketi r(t) yer vektoriiyle; hareketin yonii ve hizi bu yer
vektoriiniin tiirevi dr/dt ile gosterilebilir. r(¢) uydunun mutlak konumu olduguna
gore r(t + At) — r(t) uydunun At birim zamannda diferansiyel yer degistirme
vektorudiir. Soz konusu vektor At birim zamanina boliniirse uydunun yoniini
ve ortalama hizin1 gosteren vektor elde edilir. ¢ anindaki anlhik hiz vektoriini
bulmak igin, (2.28)’e uygun bigimde, birim zaman arahig sifira gotiiriilerek limit
hesaplanmalidir.

2.2.2 Taylor agcinimi ve analitik fonksiyon

[a, b] araliginda m. mertebeye kadar strekli tiirevleri alimabilen vektor fonksiyonlara
soz konusu aralikta gecgerli C™ smifi vektor fonksiyon denir. Tiirev vektor
bilegenlerini de kapsadigindan, tanim skaler degerli fonksiyonlar i¢in de gecerlidir.
Tum mertebelerden tiirevlenebilen fonksiyonlar ise C'* sinifi ile gosterilir.

to baslangi¢ noktasina gore C™ smifina ait f(¢) vektor fonksiyonu Taylor serisine,

f'(t0) £ (to) )
2

1 m!

f(t) = f(to)+ (t—to)+ (t—to)?+- -+ (t—to)" +R(t, to) (2.38)
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agilabilir. Burada R, (¢, o),

R, (Lt
t—ty = (—0)—>0 (2.39)
(t —to)™

ozelligine sahip kalan anlamindadir.

C> smifina ait f(¢) fonksiyonunun her m ve [a, b] arahgindaki tiim ¢ ve ¢, degerleri
icin Taylor aginimi (2.38) ile gosterilir. Burada, kalan lim R,,(¢,to) = O esitligini

m—ro0
sagliyorsa s6z konusu fonksiyon kuvvet serileriyle,
Za t—to)" :Z t—to) (2.40)

n=0

ifade edilebilir. Bu durumda ¢ € [a,b] arahg icin f(¢) analitik fonksiyondur.
Analitik fonksiyon, bir fonksiyonun yakinsak kuvvet serileri cinsinden yerel anlamda
ifadesidir. Polinom (gergek ya da karmagik), oransal, trigonometik, logaritmik ve
iistel fonksiyonlar siirekli olduklari her hangi bir aralikta analitiktirler. C'*° sinifina
ait her fonksiyonun analitik olmasi gerekmez.

2.3 Abhstirmalar

Abstirma 2.1 a = (2,1,-3) ve b = (—1,1,—2) vektorlerinin olugturdugu diizleme dik
birim vektorii belirleyiniz.

Coziim: a x b L a,b oldugundan,

e ey eg e ey e3
axb=det| a1 a2 ag = det 2 1 =3
by by b3 -1 1 =2

1 -3 1
—det<1 _2>e1—det< 1 >e2+det<_1 1)93

= (—2 + 3)61 — (—4 — 3)62 =+ (2 + 1)63
=e; + 7ey + 3es

|axb| =124 72+ 32 = /59

b 1
Birim vektor: — o = (e1 + Tea + 3e3)

lax bl /59




22 VEKTORLER ve VEKTOR FONKSIYONLAR

Alstirma 2.2 f = sintey + eles ve g = 2e1 + (t2 + 1)ey + 5es vektorleri tanimh olduguna
gore;

Coziim: (2.34) ve (2.35)’e gore;

d i dg
Sfoo)= Loa £25
g\fe= ety
d Jf dg
Zr - fx o
g\ xe) =g xetfxy

esitlikleri gecerlidir. Tiirevler olusturulur,

f =sintes + eles g =2e; + (t* + 1)es + He3

f' = costey + eles g’ = 2tey

ve yukaridaki esitliklerde yerine yazilirsa,

% [f-g] = (2e1 + (£* + 1)ea + 5e3) - (costes + e'es) + (sintes + ees) - (2tes)

= (t* + 1) cost + 5e + 2tsint

d e €9 es3 e ez e3
7 fxg]=det| 0 cost e |+det| 0 sint e
2 (#+1) 5 0 2t 0

= (5cost — e (t? 4+ 2t + 1))e; + 2e’es — 2costes

sonuglar: elde edilir.

Ahgtirma 2.3 f(t) = sinte; + (12 + 1)ey vektor fonksiyonunu tg = 7/2 icin 3. dereceye
kadar Taylor serisine aginiz.
Sonug:

2

£(t) = (e1 + (% + 1)ez) + meo(t — g) + %(—el + 2e9)(t — g)2
1

= (1- §(t - 2)2)61 + (14 t%)ey
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Aligtirma 2.4 a = Se; + 4e5 ve b = e + 3ey vektorleri
verilsin. Yandaki gekle gore; B

e A noktasindaki i¢ agiy1

e ABC figgeninin alanini

belirleyiniz. A
Coziim:
-b
cosf = A 0 =32.9°
[all[b]]
1 11
F=_llaxb|="1
2 2

Alhstirma 2.5 A = -21—-3j , B=i+2j+3k , C = —i+ 2k verildigine gore
asagidaki vektor iglemlerini sonuglandiriniz:

e |[|[A-2B+C|l =7
e A ve C vektorleri arasindaki agi

e A,B ve C vektorlerinin skaler ti¢lii carpimi

Sonug:

|A — 2B + C|| = 3V10
0ac = 75.636697°

[A B C]=7

Aligtirma 2.6 Py = (1,2,2) noktasimndan gegen ve t = 3i — j + 5k vektoriine
paralel dogrunun denklemini olusturunuz. (10, —1, 16) noktasinin bu dogru iizerinde olup
olmadigimi belirleyiniz.

Coziim:

Bir dogruya paralel olan vektére dogrunun dogrultman vektori denir.(zg,yo,20)
noktasindan gegen ve (a,b,c) vektoriine paralel dogrunun kartezyen ve parametrik
denklemi:
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a b c
T =xg+ at
Yy =1yo+bt
z2=2z+ct

Buna gore,

r—1 y—2 z-2

3 -1 5
r=1+3t
y=2-—1
z=2+45t

(10,-1,16) noktas: dogru denklemini saglamadigindan dogru tizerinde degildir.

Alhigtirma 2.7 a = e; — 2e2 + 3e3, b = 2e; — es — e3 ve ¢ = ey + ez vektorleri verilsin.
Agagidaki vektor iglemlerini sonuglandiriniz.

1. axb=?
2. a-b xc=[abc] =7

Sonug:
axb=(573) [abc] = 10

Alstirma 2.8 f(t) = costey + (12 + 2t + 1)es vektdr fonksiyonunu ¢ = 0 igin ilk dort
terime kadar Taylor serisine aciniz.

Sonug:

f(t) = <e1 + 62) + 2e9t + %( —e1 + e2>t2 + 21—4e1t4

Abligtirma 2.9 a = ||a|| uzunlugunu veren kosiniis teoremi
bagintisin1 b, ¢ ve 0 elemanlarimi kullanarak vektorlerin

skaler ¢arpimi kuralindan elde ediniz. c

Coziim: Vektorlerin farkindan, a
a=b-c

la]*= b —c||* = (b—¢) (b—c)

= [ +cf*~2 b-c 0

= |b]l* + llell* — 2[[bl||e] cos -

Algtirma 2.10 a = (1,2,3) ve b = (2,3,4) vektorleriyle tanimlanan paralelkenarin
alanini hesaplayiniz.
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Sonug:

lax bl| = v/6

Aligtirma 2.11 Yandaki gekilde a = Ojél, b =
OB, c = OC esilikleri gecerli olduguna gore, OD, DF,CF
vektorlerini a, b ve ¢ cinsinden bulunuz.
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Bolum 3

GENEL EGRIi TEORISIi

En sade bi¢imiyle matematikte egri kavrami, tek boyutlu ve siirekli bir geometrik
nesneyi ifade etmek i¢in kullanilir. Kavram aymi zamanda matematiksel bir
fonksiyonun grafigiyle es anlamli kullanmilir. Verilen tamim dogruyu, kareyi, ¢oklu
dogrular1 vb. geometrik nesneleri icine alsa da, bunlar egrilerin 6zel durumlari olup
diferansiyel geometrinin konular1 arasinda yer almazlar; bagka bir deyisle diizenli
parametrik egri degillerdir.

Bu béliimde Oklit uzaymndaki egrilerin diferansiyel geometrisi hakkinda bilgi
edinmek i¢in 1. boliimde anlatilan konulardan yararlanacagiz. Konulara iligkin
ornekler iki ya da ti¢ boyutlu uzay icin verilse de n boyutlu uzaya genellestirilebilirler.

3.1 Egrinin Parametrik Gosterimi

Diizlemde, y = sinx acik fonksiyonu siniis egrisini, E—; + Z—j = 1 kapali fonksiyonu
yarieksen uzunluklari a ve b olan bir elipsi, » kutupsal koordinat elemani olmak
tizere r = sabit egrisi r yaricaplh bir daireyi tamimlar (bak. Sekil 3.1). Bu tg
farkli matematiksel ifade diizlem analitik geometride bir egri i¢in kullanilan yaygin
gosterim bicimleridir. Ote yandan, ayni egriler x, y ve r’nin bagimh oldugu bir bagka
degisken ya da degiskenler ile de tamimlanabilir. Asagida kinematik esaslardan yola
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gikarak egrilerin parametrik denklemlerle gosterimi ele alinmaktadir.

Y Y Y

'
—18 —90 90 180

y =sinx MRS | r = sabit

b
E

Sekil 3.1: Analitik geometride egrinin degisik gosterim bigimleri

Oklit uzaymnda bir egriyi hareketli bir noktanin izledigi yol olarak diisiinebiliriz.
Noktanin E3’deki koordinatlar (z,y, z) kapal bir [a,b] arahgindaki ¢ degiskenine
bagl g siirekli fonksiyonla ifade edilebilir:

r=zx(t) , y=ylt) , z=z2(t) ; a<t<b (3.1)

t degiskenine egrinin parametresi denir. Bu egri ashnda (2.23) ile gosterilen f(¢)
vektor fonksiyonunun tanimladigy noktalar kiimesidir. f(¢) fonksiyonunun kendisine
ya da z(t), y(t), z(t) fonksiyon tglisiine egrinin parametrik gosterimi denir.

Diizenli parametrik egri, ¢ € [a, b] araliginda,

e birinci tiirevi mevecut (C* smifi) ve

o sifirdan farkh (f'(¢) # 0)

bir vektor fonksiyonu f(¢) veya onun gortinti kiimesidir. Fonksiyonun tiirevinin
bulunmadigr veya sifir vektoriine egit oldugu noktalar, tekil (singuler) noktalar
olarak adlandirilir. Sekil 3.2, Neil paraboli adi verilen egrinin ¢ = 0 icin diizenli
olmadigim gostermektedir. ¢ # 0 olan noktalarda, f'(t) # 0 durumu egrinin
kirilmadigini, yumusak bir gértiniime sahip oldugunu ve yerel anlamda bir dogru
ile egrinin diger noktalarina yaklagilabilecegini bize soyler. Matematiksel jeodezinin
konusunu bu tiir egriler olusturur. Dolayisiyla, buradaki ilgi alanimiz tekil nokta
icermeyen egriler ile simirhdir.

[a, b] araliginda diizenli bir parametrik egri, £(¢;) = f(t2) esitligini gecerli kilan birden
fazla noktaya (t; # t2) sahip olabilir. Fonksiyon degerlerinin esitligi, ilgili noktalarda
fonksiyonun ayni yerel 6zelliklere sahip oldugu anlamma gelmez: f'(¢;) # /(o).
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y=1’

x = t?

Sekil 3.2: Neil paraboliinde tekil nokta (¢ = 0)
3.2 Egrinin Yay Uzunlugu

Bir egriye iligkin soylenebilecek 6nemli geometrik bilgilerin baginda, egrinin belirli
bir araliktaki uzunlugu gelir. t € [a, b] arahginda, f(¢) fonksiyonunun izi, C' egrisinin
yay uzunlugu belirlenmek istensin. Egriyi,

a=ty<t <ty < <ty 1 St =0

noktalar1 yardimiyla yeterince kiiciik parcalara ayirdigimizi diigiinelim (Sekil 3.3).
Bu noktalar1 ardigik olarak birbirine baglayan dogru parcalarmin (kirig) toplam
uzunlugu,

D_lIE) = £t (3:2)

C'nin gercek yay uzunluguna vaklagik bir sonuc verir. Istenildigi kadar kisa ya
da uzun secilebilen kiris uzunluklarinin olugturdugu poligon gegkilerinin S uzunluk
degerleri kiimesindeki olas1 en biiyiik say1 (supremum?), gercek yay uzunluguna esit
olur. Yay uzunlugu, [a,b] araligindaki diferansiyel kirig uzunluklar1 toplama,

st = [ ) 33)

IBir gercek say1 kiimesinin alabilecegi en kiiciik {ist sinir anlamindadir.
Ornegin, sup {1,2,3} = 3.
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Sekil 3.3: Kirig elemanlar1 yardimiyla yay uzunlugunun belirlenmesi

veya daha acik bicimde,

0= [ () (@) (%) 5

ile gosterilir.

Ornek 3.1

0 <t <27 araliginda daire yay1 uzunlugunu hesaplayalim. Dairenin vektor fonksiyonu

f(t) = rcostey + rsintey

f'(t) = —rsinte; + r costes
1€ ()l =r
2w 2m
s(t) = /0 rdt = rt

= 27r
0

Ornek 3.2
Vektor fonksiyonu,
f(t) = [e’ cost, e’ sint]
olarak verilen Logaritmik spiral egrisinin (Sekil 3.4) uzunlugunu veren bagintiy1 bulalim.

f'(t) = [e' cost — e’ sint, e’ sint + e’ cost] = (e (cost — sint), e’ (sint + cost)]

ve normu,

£ ()| = et/ (cost — sint)2 + (sint + cost)2
= et\/§
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sonucunu verir. Bu durumda, egrinin yay uzunlugunu veren baginti igin,

s(t) = /t etV/2dt = /2¢! (t) = V2(et — 1)

0
bulunur.
f(t) = [’ cost, e’ sin t]
Y

4 1

3 1

2 1

1 1

: : : x
2 -1 M1 2
Sekil 3.4: Logaritmik spiral

Ornek 3.3

Vektor fonksiyonu,
f(t) = [cost,sint,t]

olarak verilen helis egrisinin (Sekil 2.7) uzunlugunu veren bagntiy1 bulalim.

f'(t) = [~ sint,cost, 1]
ve normu,
IE' ()]l = v2

sonucunu verir. Bu durumda, egrinin yay uzunlugu:

s(t):/ot\@dt:x/it;:\@t
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Yay uzunlugu hesabinda, (3.3) integral sonucu her zaman kapali bir egitlik vermez.
Cember, parabol, zincir egrisi (catenary), gevrim egrisi (cycloid) ve yukaridaki
ornekten anlagildigi gibi logaritmik spiral kapali egitlikleri var olan bazi egri
tirleridir. Yay uzunlugunun bulunmasi i¢in sayisal integrasyonu zorunlu kilan en
onemli egrilerin baginda elips gelir.

Sekil 3.5: Elips

Sekil 3.5’de goriilen elipsin vektor fonksiyonu,
f(t) = acoste, + bsintey (3.5)

bi¢imindedir.

f'(t) = —asinte; + bcoste,
IE/(4)]| = Va2sin®t + b2 cos? ¢
¢

s(t)z/\/a251n2t+b20032t dt
0

s(t) eliptik integral olup elemanter ¢éztimii yoktur. Nimerik integrasyon ile ya da
Taylor serisine acilip terim terim integrasyon yapilarak yaklagik bir ¢oziime ulagilir.

Niimerik integrasyon igin kirig uzunlugu gereklidir.

Af = f£(t;) — £(t;—1) = a(cost; — cost;_q1)e; + b(sint; —sint;_1)ey
|Af|| = \/a2(cost; — cost;_1)? 4 b2(sint; — sint;_)?2

Yay uzunlugu:

=n

s(t) = Z Va2(cost; — cost;_y)? + b2(sint; — sint;_;)? (3.6)

i=1
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At = t; — t;_1 degeri kiigiildiikce hesaplanan yay uzunlugunun dogrulugu artar.

Ornek 3.4

Sekil 3.5’de t parametresi yerine indirgenmis enlem 5 almirsa, (3.5) meridyen elipsinin
parametrik gosterimine déniisiir (Ustiin ve Demirel, 2015). Indirgenmis enlem ile cografi
enlem ¢ arasindaki iligki,

b
tanf = —tany
a

seklindedir. GRS80 elipsoiti igin ekvatordan itibaren 1° cografi enlemine kadar yay
uzunlugunu hesaplayalm (a=6378137 m, b=6356752.3141 m).

@ = 1° ise f = 0.996648° olur. Yay1 15 parga hélinde hesaplarsak Ag = 0.066443°
alinmalidir. (3.6) uygulanarak yay uzunlugu bulunur.

i By |A£]| (m)
0 0.000000

1 0.066443 | 7371.623
2 0.132886 | 7371.623
3 0.199330 | 7371.623
4 0.265773 | 7371.623
5 0.332216 | 7371.624
6 0.398659 | 7371.624
7 0.465102 | 7371.624
8 0.531546 | 7371.625
9 0.597989 | 7371.625

10 0.664432 | 7371.626
11 0.730875 | 7371.627
12 0.797318 | 7371.627
13 0.863761 | 7371.628
14 0.930205 | 7371.629
15 0.996648 | 7371.630
Toplam 110574.382

Ustiin ve Demirel (2015)’de verilen seri acilimi ile hesap yapilirsa 110574.38 m bulunur.
Ap daha kii¢lik alinarak daha iyi bir sonug alinabilir.

f(t) = [z(t),y(t), 2(t)] dizenli bir C' egrisinin vektér fonksiyonu olsun. C' egrisi
iizerinde keyfi bir ¢y baglangic noktas1 ve bu basglangica gore keyfi bir yonii pozitif
secelim (Sekil 3.6). t > t, olacak sekilde egri tizerinde belirlenen herhangi bir
noktanin baglangica uzakligi, baska bir deyigle yay pargasi uzunlugu (s > 0), bu
egrinin parametresi olarak ¢ yerine kullamilabilir. ¢ < ¢y ise bu durumda yay
uzunlugu eksi igaretli (s < 0) olur. s'nin biiytime yonti, genellikle ¢'ninki ile aynidir.
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C

Sekil 3.6: Parametre olarak yay uzunlugu

t > to olmak tizere (3.3)’tin t’ye gore tiirevi alinacak olursa,

ds_d ¢
dt — dt

“ar | =] 57

esitligi ilgili aralikta parametre degigikliginin yapilabilecegini gosterir. (3.3) ile elde
edilecek s = s(t)’ye yay parametresi veya dogal parametre denir. Dogal parametreye
gore vektor fonksiyonun dogal gésterimi,

f(t(s)) = x(t(s))er + y(t(s))es + 2(t(s))es (3.8)

olur. Bu durumda (3.8)'nin normu,

sonucunu verir. Ayni sonuca, dogal parametreye gore teget vektoriin bilegenleri
yardimiyla da,

de\? dy\ > dz\> \/dx2 + dy? + dz?
\/(ds) - (ds) N (ds) ds? (310)

al =lalfal - oo

df

ds

ulagilabilir.

Ornek 3.5

Ornek 3.2’deki logaritmik spiralin [0, ] araligindaki yay uzunlugu,

s(t) = /Ot eV2dt = v/2¢! ; = V2(e! — 1)

olarak bulunmugtu. Dogal parametreye dayali gésterim i¢in yay uzunlugu denkleminde ¢,
s’ye bagh olarak yazilirsa,

+1 = t=In(s/V2+1)

Sl
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¢ikar. Buna gore dogal parametrik gosterim,
f(s) = (s/V2+ 1) cosln(s/v2 + 1)e; + (s/V2 + 1) sinln(s/vV2 + 1)ey

olur.

Jeodezik uygulamalarda, dogal parametrenin énemi temel 6dev ¢oziimlerinde ortaya
gikar. Elipsoit yiizeyinde iki noktadan gecen yiizey egrisi analitik bir fonksiyondur.
Bu egri tizerinde bir baglangi¢ noktasina gore ikinci bir nokta, aralarindaki yay
parcast uzunluguna (As’ye) gore yakinsak Taylor serileriyle tanimlanabilir:

f///(so)

, 11
f (80)A8+ f (80)A52+ As3 4 ... (3.11)

B(so + As) = £(s0) + — 1 3]

3.3 Teget Birim Vektor ve Normal Diizlem

Bir uzay egrisinin herhangi bir noktadaki tiirevi, egrinin o noktadaki tegetini verir.
Parametrik olarak f(¢) vektor fonksiyonuyla gosterilen bir egrinin tiirevi ise daha
once (2.29) ile verilmigti. Burada, f(¢) en az C' simfinda diizenli bir egri olmahdar.

t =ty noktasinda teget vektor ile ayni yonlii birim vektor,

t(ty) = % (3.12)

ile bulunur. f(¢) zamanima bagh olarak hareketli bir kitlenin konumunu temsil ettigi
varsayilirsa, tiirevin normu ||f'(¢p)||, bu cismin ¢ = tq anindaki hizidir. Eger vektor
fonksiyon dogal parametre, bir bagka deyisle egrinin uzunlugu (s) cinsinden ifade
edilmigse birim vektor daha basit bir goriiniim alir:

t(s) =f'(s) (3.13)

Matematiksel gosterimde, herhangi bir parametre ile dogal parametreye gore alinan
tirevleri birbirinden ayirt etmek icin, tiirev igereti icin sirasiyla iis,

df (t) d*f(t)
ff=—2 f’ = b.
T az
ve lzeri nokta,
df (s) _ d*f(s)

vb.

ds ’ T ds?
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kullanilir. Aksi belirtilmedikge, sonraki bolimlerde bu kurala uyulacaktir.

Ornek 3.6

f(t) = acoste; + asinteg + bteg vektor fonksiyonunun birim teget vektoriinii, ¢ ve dogal
parametre s i¢in bulalim.

Oncelikle tiirev yardimiyla f(¢)nin teget vektériinii elde edelim:
f'(t) = —asinte; + acostes + bes

Teget vektoriin normu,

£ ()| = Va2 cos2t + a2sin?t + b2 = /a2 + b2
olur. Buna gore teget birim vektor icin,

_ @)
RG]

t = (a® + b*)"V/? [—asinte; + acostey + bes]

sonucu ¢ikar.

Ayni sonug dogal parametre s i¢in de bulunabilir. Bunun igin 6ncelikle f(t) dogal
parametre cinsinden gosterilmelidir. (3.3)’e gore t = 0 ve t = t araliginda kalan egri

uzunlugu,
t
3:/ Va2 +b2dt = t\/a? + b2
0

sonucunu verir. Buradan ¢ ¢ekilir,
_ s
Vva? + b?
ve f(t)’de yerine yazilirsa, dogal parametreye gore vektor fonksiyon,

f(s) cos( i )e + s'n( i )e Y —,
s)=a —_— asin | ————= ——
2+52) Z+62) 0 VaE b

biciminde gosterilir. s’ye gore tiirev,

5 a s a s b
t=1(s) = — sin e—i—cos()e + ——e
(s) Va2 + b2 (\/a2—|—b2> ! Va2 + b2 Va2 + b2 2 Va2 +b? s
1 . S
=—— |—agsin| ——— | e; +acos
va2+b2[ <va2+b2> ' <

= (a® + b?)"Y2 [—asinte; + acostey + bes)

s
772 mn b2> € + 583}

dogrudan dogruya teget birim vektore karsilik gelir.
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Diizenli bir C' egrisi iizerinde ¢y ile belirli fy = [z(ty),y(to), 2(to)] baslangig
noktasindan gecen teget vektore paralel vektor,

f=f,+kty , KER (3.14)

ile tanmimhdir. Burada f, teget vektor tizerindeki bir noktanin konum vektorii; &, bu
nokta ile baglangi¢c noktasi arasinda kalan ve teget vektor boyunca olgiillen dogru
parcas1 uzunlugudur. fy’daki teget dogrunun skaler parametrik denklemleri,

r=x0+ka'(ty) , y=vo+ky(to) , z=2z0+k2(to) (3.15)
olduguna gore teget dogru denklemi,

T — X :y—yo _ Z— 20
' (to) y'(to)  2(to)

(3.16)

esitligi ile gosterilir.

Teget vektore fy noktasinda her yonde dik vektorlerin olusturmus oldugu diizleme
normal diizlem ad1 verilir. S6z konusu diizlem vektorel olarak,

(f—f))to =0 (3.17)
egitligi ile ifade edilirken, skaler biiytikliikler cinsinden karsiligi,
(v — 20)2(to) + (¥ — Y0)y'(to) + (2 — 20)2'(t0) =0 (3.18)

olur.

Ornek 3.7

f(t) = 3t3e; + 2t%ey + tes egrisine t = 1’deki tegetin denklemini ve bu noktadaki normal
diizlemi bulalim.

Vektér fonksiyonun skaler bilesenleri z(t) = 3t3, y(t) = 2t2 ve 2(t) = t olduguna gére

tiirevleri,
dt)=92 , yt)=4 , Zt)=1

dir. f(¢)’nin bilegenleri ve tiirevlerinin ¢ = 1’deki degerleri,

z(1)=3 y(l) =2 z(1)
#(1) =9 y'(1)

I

N
~
—~
—
S~—

I

sonucunu verdiginden, s6z konusu noktadaki teget dogrunun denklemi (3.16)’e gore,

r—3 y—2 z-1
9 4 1
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ve normal diizlemin denklemi (3.18)’ya gore,
Yz —-3)+4(y—2)+2z2—1=0

esitligi olarak elde edilir.

Ornek 3.8

f(t) = acoste;+asintey+btes egrisine to = 7 deki tegetin ve normal diizlemin denklemini
bulalim.

Vektor fonksiyonun skaler bilesenleri z(t) = acost, y(t) = asint ve z(t) = bt olduguna
gore tlirevleri,
2'(t) = —asint , y'(t)=acost , 2'(t)=0b

dir. f(¢)nin bilesenleri ve tiirevlerinin ¢ty = 7’deki degerleri,

x(ty) = a? y(to) = a\f 2(tg) = b%
@' (to) = —a\f Yy (to) = a\f 2 (tg) =

teget dogrunun denklemi (3.16)’e gore,

x—a@ _x—ag _z2—b%
_a¥2 a@ b

2
2x—a\/§_2y—aﬂ_4z—bﬂ'
—av2 a2 4b

ve normal diizlemin denklemi (3.18)’ya gore,
b
(z —av2)(—av2) + (y — av2)av2 + (z — Zﬂ)b:O

—aV2x + av/2y + 2bz — b2g =0

esitligi olarak elde edilir.

3.4 Egrilik

Verilen bir uzay egrisi iizerinde birbirine sonsuz anlamda yakin ¢; ve ¢ noktalarindan
gecen teget dogrular arasindaki sapma agisinin ¢ty yay uzunluguna orani,

. A6 df
lm — = — =

Ao As  ds (3.19)
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egri parcasinin ortalama egriligidir. Sekil 3.7’den de anlagilacag: gibi egrilik, egrinin
teget dogrudan (veya diizlemden) ne kadar uzaklagtigiin bir 6l¢iitiidir. Bu anlamda
egrilik degeri kiiciildiikge uzay egrisi dogruya yaklagir, biiyiidiikge daha kapali bir
goriintime sahip olur. Sekil 3.8 uzay egrisinin P noktasindaki egriligini tanimlayan
f/(tl) fl<t2)
Af

As

Sekil 3.7: Egriligin geometrik yorumu

teget dogruyu ve ona dik dogrultudaki egrilik vektoriinii gostermektedir. Egrilik
vektori k ayni noktada bu dogruya teget cemberin yaricap vektoriiyle ayni yonii
isaret eder. Egrilik ¢cemberi teget ve egrilik vektorlerinden gegen oskiilator diizlemi
tizerinde yer aldigindan oskiilator ¢cemberi olarak da adlandirilir.

C

Sekil 3.8: Egrilik vektorii ve oskiilator ¢gemberi

Egrilik vektortd, birim teget vektoriin s dogal parametre veya herhangi bir ¢
degiskenine gore tirevi,

(3.20)

dt  dtdt  dt ds dt||df(t)
k: - — = — (= ) — = — -~ 7
O =" @das ala at! H dt H
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yardimiyla bulunur. k, uzay egrisini ifade eden vektor fonksiyonun iki kez tiirevi
alimarak elde edileceginden egrinin ait oldugu smif en az iki olmahdir. t'nin birim
vektor oldugu goéz Oniine alindiginda, (2.36)’ye gore bu birim vektor (3.20) ile
bulunan vektore diktir. Bu nedenle, k ayn1 zamanda P noktasindan gecen normal
diizlemin i¢inde yer alir.

Egrilik vektoriiniin yoni C' uzay egrisinin P noktasinda hangi yone dogru ilerledigini
gosterir.  Yon, egrinin bu noktada konkav (i¢biikey) oldugu taraftadir. Egrilik
vektorinin buytukligt,

k= |kl (3.21)

ayn1 noktadaki egrilik degerini verir. Soz konusu noktada uzay egrisiyle ayni egrilik
degerine sahip ¢emberin yaricapi, bir bagka deyisle egrilik yaricapi,

1 1

Ao K]
esitligi ile hesaplanir.
Keyfi bir ¢ parametresi ile gosterilen f = f(¢) vektor fonksiyonunun egriligi,
£ < £]]
= — (3.23)
1£7]1°

bagintisi ile egrilik vektorii belirlenmeksizin dogrudan elde edilebilir.

Teorem 3.1 Eqgriligi her noktasinda sifira esit ¢ikan uzay egrisi bir dogrudur.

Ornek 3.9

Diizlem ¢ember igin vektor fonksiyon f(6) = r cos fe; + r sin fes olduguna gore egrilik ve
egrilik yaricapini belirleyelim.

Cember icin teget vektor ve normu,

f
f'(6) = —rsinfe; + r cos fes , Hdd(;)H = [If'(O)] =~

dir. Buradan birim teget vektor,
f'(6)
KOl

olarak elde edilir. (3.20) esitligi yardimiyla egrilik vektort,

t = —sin ey + cos fesy

k=t= /H H cos&el+sm«9e2)
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gikar. Sonug olarak sirasiyla egrilik ve egrilik yarigap igin,

1 1
i=lkl=— ,  p==r

bulunur. Buradan ¢ember icin egriligin tiin noktalarda sabit oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.10

f(t) = acoste; +bsintey vektor fonksiyonu ile verilen elipsin egriligini ve egrilik yarigapini
bulalim.

Vektor fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevleri,
f'(t) = —asinte; + bcostes , f"(t) = —acoste; — bsintes
olduguna gore bunlarin vektérel carpimlar: ve normu,

(3] €9 €3
f' xf’ =det | —asint bcost 0 | = abes =N £ x £|| = ab
—acost —bsint 0

sonucunu verir. Birinci tiirevin normu:

'] = Va2sin?t + b2 cos? ¢
bulunacagindan (3.23)’e gore egrilik,

S i ab
1P (a?sin®t 4 b2 cos2 t)3/2

ve egrilik yaricapz,
1 (a®sin®t + b% cos® t)3/?
p = — =
K ab
gikar.Burada egriligin sabit olmadig1 gortilmektedir. Egriligin ¢ = 5 noktasindaki degerini
bulalim.

Ornek 3.11

Diizlemde, f(t) = te; + t?ey vektor fonksiyonu ile verilen paraboliin egriligini ve egrilik
yarigapini bulalim.

Parabole iligkin vektor fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevleri,

fl(t) =e] + 2tey , f”(t) = 2ey
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olduguna gore bunlarin vektorel carpimlar: ve normu,

e ey e3
fxf'=det|1 26 0] =2e5 = [ x £|| =2
0 2 0

sonucunu verir. Ote yandan birinci tiirevin normu igin,

f'=e +2tes = |f'||=V1+4t2

bulunacagindan (3.23)’e gore egrilik,

S i 2

117 (14 4e2)3/2

ve egrilik yaricapi,

11
== = Z(1+4t?)3?
p=—=5(1+4t%

cikar.

Ornek 3.12

f(t) = acoste; + asinteg + btes vektor fonksiyonu ile tanmiml helisin egriligini bulalim.

Birinci ve ikinci tirevler:

f'(t) = —asinte; + acostes + beg f’(t) = —acoste; — asintey

IF' @] = Va* + b

f' x £ = absinte; — abcostes + a’es

£ x £|| = av/a2 + b2

(3.23)’e gore egrilik,
< a
S @

ve egrilik yaricapi,
a® + b?
a

1
p:—:
K

cikar.
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3.5 Asal Normal Birim Vektor ve Oskilator
Diizlemi

Normal vektor, bir yiizey veya egriye dik yontindeki vektor olarak tanmimlanir.
Egrilerin diferansiyel geometrisinde, egrilik vektorii k ile aymi yont gosterir. Bu
nedenle, zaman zaman egrilik vektoriiyle 6zdes kabul edilir. k = 0 olmadig siirece,
egrilik vektorii asal normal birim veya kisaca normal vektor,

k t

- 3.24
T e (3:24)

haline getirilebilir. Daha 6nce soz edildigi gibi, egrilik vektorii egrinin konkav
oldugu yone baktigindan, egri boyunca ilerleyen bir cismin hangi tarafa yoneldigi
normal vektortin yonii yardimiyla kolayca anlagilabilir. Soldan saga veya sagdan sola
dontiglerde normal vektor ters yonleri gosterir. Yoniin degigmesine dogru, egrilik
vektorlerinin boyu giderek kisalir ve oyle bir noktada r egrilik degeri sifira ulagir.
Bu noktada egrilik ve normal vektor tanimli olmaz (bkz. Sekil 3.9).

3 3
ey &y
N
t t
N
Egrilik vektorii k Normal vektor n = k/||k||
Sekil 3.9: f(t) = [t,t%] uzay egrisi boyunca egrilik vektorii ve asal normal birim
vektor
Uzay egrisi tzerinde f(tg) = [xo, Yo, 20] noktasindan gegen normal vektore paralel

dogrunun vektorel denklemi,
f=1fy+kn (3.25)

egitligi ile ifade edilir. Burada k € R teget dogrunun denkleminde oldugu gibi skaler
bir sayidir.
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Normal ve teget vektorlerin olugturmug oldugu dizleme oskiilatér (dokunum)
diizlemi denir. Uzay egrisi iizerinde bir ¢y, noktasi ile birlikte buna sonsuz anlamda
yakin iki komsu noktadan gecen diizlemin limit durumunu ifade eder. Oskiilator
diizlemi, t ve n vektorlerinden gectigine gore, bunlarin vektorel carpimlar ile
olusan vektore dik olmalidir. Iki vektor ve bunlarin vektorel carpimiyla elde edilen
tigiinci vektor dogrusal bagimli olacagindan, karigik ticlii garpimlar: sifira egittir.
Bu durumda, f(tq) noktasinda oskiilator diizleminin denklemi, (2.21)’den

T—%o Y—Y =z — %0
(f —fy) - (t xn) = [(f — fy)tn] = det xg y(’J z{J =0 (3.26)

s0z konusu ii¢ vektoriin ticlii skaler carpimi seklinde yazilabilir. f oskiilator diizlemi
tizerinde herhangi bir noktanin konumunu (z,y, z) gosterir.

Ornek 3.13

Ornek 3.7 deki egrinin ¢ = 1 de oskiilatér diizlemi denklemini bulalim.

f(t) = 3t3e; + 2t%ey + teg vektor fonksiyonunun skaler bilegenleri ve tiirevleri:

x(t) = 3t3 y(t) = 2t 2(t) =t
2’ (t) = 9t y(t) = 4t J(t)=1
2" (t) = 18t y'(t) =4 Z'(t)=0

f(¢)’'nin bilegenleri ve tiirevlerinin ¢ = 1’deki degerleri,

z(1)=3 y(l) =2 z(1) =1
2'(1)=9 y'(1) =4 Z(1)=1
2"(1) =18 y'(1) = Z"(1)=0

Oskiilator diizlemi denklemi:

r—3 y—2 z-—1
det 9 4 1 =—4x+ 18y —362+84=0
18 4 0

Ya da
—2x4+9y—182+42=0
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3.6 Hareketli Uclii Vektor Sistemi

Ug boyutlu OKklit uzaymda siirekli, diferansiyellenebilir bir egri (sinif > 2) boyunca
ilerleyen bir cismin yerel davraniglari, baglangici egri tizerinde bulunan hareketli bir
tiglii vektor sistemiyle incelenebilir. Yerel koordinat sistemi egrinin egrilik, donme,
burulma vb. o6zelliklerini global koordinat sistemine (z,y, z) gore ¢ok daha kolay
aciklar. Cismin hareketine bagh olarak basglangici siirekli hareket eden bu sistemin
eksen yonelimleri de noktadan noktaya degigir (Sekil 3.10).

b

\
/ ’
T
Sekil 3.10: Hareketli ticli vektor sistemi

Belirli bir noktada, cismin hareket dogrultusunu gosteren t teget birim vektor Boliim
3.3’de, cismin hangi yone dondiigiinii gosteren n asal normal birim vektor Bolim
3.5’de agiklanmigti. t ve n yukarida séz edilen hareketli ticlii vektor sistemin iki
bilesenine karsilik gelir. Uciincii vektor, bunlarin vektérel carpimlarina,

b=txn (3.27)

esittir. t ve n ile birlikte egri tizerinde bir sag el koordinat sisteminin olusmasini
saglayan b’ye binormal birim vektor adi verilir. t,n ve b Frenet {icliisii olarak da
bilinen hareketli ortonormal,

t-t=n-n=b-b=1

(3.28)
t-n=t-b=n-b=0

vektor sistemini meydana getirir. Egriligin olmadig) (k = 0) noktada Frenet tiglisii
tanimh degildir.
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(izelge 3.1: Frenet vektorlerinin olugturdugu diizlemler ve denklemleri

Ada Vektor ¢ifti  Vektorel denklemi
Oskiilator diizlemi t ve n (f—1f)) -b=0
Teget diizlem tveb (f—f) n=0
Normal diizlem nveb (f—1f)-t=0

Uzay egrisi tlzerindeki konumu s ile gosterilen bir noktadaki Frenet ticliisiiniin
eksenleri kargit yon igin (—s) farklh bir gértiniim alir. Cismin hareketi aksi yonden
gerceklesecegi i¢in t'nin ayni noktadaki yont de ters olur. Buna kargin normal vektor
n’nin yoni degismez. Ancak, teget vektore baglh olarak binormal vektor b de aksi
yone bakar.

Ted oty
agleﬂl Dll21eal
b | b R
t n
(&N
OO;:/:? %‘d-
e,

Sekil 3.11: Frenet tigliisii ile tanimh dogrular ve diizlemler

Frenet vektor ciftleri Frenet tigytizliisii ad1 verilen diizlemleri belirler. Sekil 3.11°da
goriilen teget, normal ve binormal dogrular bu diizlemlerin arakesitidir. Cizelge
3.1 her bir dizlemi belirleyen vektor ¢iftini ve onun diizlem denklemini (vektorel)
vermektedir.
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Ayrica,
t=f
n = £/ (3.29)
b=txn

yazilabilir.

Ornek 3.14

f(t) = acoste; + asintes + btes (a > 0 ve b # 0) helis egrisinin Frenet vektor tiglisiinii
olusturalim.

Teget birim vektor,
t = (a® + b*)"Y/2(—asinte; + acostey + bes)

ornek 3.6’de bulunmustu. k egrilik vektorii,

dt || df 1 . 1 a .
= a/ i W(—a costey — asmtez)\/m =iy (coste; + sintey)

ve buradan birim normal vektor,

n=— = —(coste; + sintey)
[[k]]

¢ikar. Binormal vektér t ve n’nin vektorel carpimina egittir:

€] €2 €3

b=t xn = det \;Z;j:lbg ja?jzg \/a2b+b2 = (a® + %)Y (bsinte; — beostes + aes)
—cost —sint 0

3.7 Burulma ve Frenet-Serret Denklemleri

Burulma, yay uzunluguna gore b birim vektoriin (binormal) dénme hizinm bir
Olctisudiir:
db
==
Binormalin dontig hizina, egrinin belirli bir noktadaki burulmas: veya torsiyonu denir
ve 7 ile gosterilir. Burulma, oskiilator diizleminin doniis hizini, veya bagka bir

—7n (3.30)
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deyisle, egrinin oskiilator diizleminden uzaklagmasini ifade ettiginden zaman zaman
2. egrilik olarak da adlandirilir.

(3.30) 'nin nasil elde edildigi, Frenet ti¢liistiniin (3.28) ile verilen ortonormal 6zellikleri
yardimiyla agiklanabilir. Daha o6nce soylendigi gibi, herhangi bir birim vektoriin
tirevi kendisine diktir. Bu nedenle, b binormal birim vektére dik olacaktir. Ote
yandan, t - b = 0 esitliginin tiirevi olusturulursa,

t-b+t-b=0 (3.31)

ve buradan da,

t-b=—t-b=—kn-b=0 (3.32)
sonucu ¢ikar. (3.32)’dan anlagilmaktadir ki, b ayni zamanda teget vektore de diktir.
Bu durumda, hem b hem de t’ye dik olan b, normal vektére (n) paralel olmalidir.
Sonug olarak, binormal vektoriin tiirevi (3.30)’ye gére normal birim vektorden belirli
bir katsay1 (—7) kadar farklidir. Burada, eksi igareti b ve n’nin ters yonli vektorler
oldugunu igaret etmektedir. Burulmayi hesaplamak icin (3.30)’de esitligin her iki
yanini n ile skaler olarak carpmak yeterlidir:

T=1(s) = ~b-n (3.33)

Uzay egrisinin dogal parametrenin fonksiyonu olarak verilmesi durumunda burulma,
f = f(s) vektor fonksiyonunun tiirevleri cinsinden elde edilebilir. Sirasiyla birinci,
ikinci ve tigiincii tiirev,

f=t
f=#xn (3.34)
f = %(/{(s)n) = rk'm + k(—xKt + 7b)

esitliklerinden ftiglii skaler carpim diizenlenirse,

[f f £] = k%[t n b]

, (3.35)
= K°T
sonucu gikar. (3.35)’de 7 gekilir ve x? igin (3.21) esitligi goz oniine alinirsa,

S TR
bulunur. f vektor fonksiyonu, herhangi bir ¢ parametresine bagh olarak ifade
ediliyorsa, benzer bir yol izlenerek ayni sonuca,

[f/ f// f///]

T = —||f/ SETIE (3.37)
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esitligiyle de ulagilabilir. Her iki egitlik burulmanin hesaplanacagi noktada x # 0
olmak kosuluyla gegerlidir.

Burulmanmn tersi, o = 1/7 burulma yarigapi olarak adlandirilir. Burulma yarigap:
tiretilmis bir kavramdir; egrilik ¢emberi veya yaricapi gibi geometrik bir yorumu
yoktur.

Teorem 3.2 Eqgri boyunca 7 = 0 sonucu ¢ikiyor ise uzay egrist bir dizlem egridir.

Ornek 3.15

f(t) = acoste; + asintes + btes helisinin burulmasini hesaplayalim.
Ornek 3.14’de elde edilen

b = (a® + b%)"/?(bsinte; — beostey + aes)

binormal vektriin tiirevi, || 4| = (a? + b?)1/? olmak iizere,
- db db  ||df b /
b= i E/ HdtH = m(costel + sintes)

¢ikar. S6z konusu 6rnekte normal vektor,
n = —(coste; + sintes)

olarak bulunduguna gore, (3.33)’dan burulma igin,

r=-b-n=— coste; + sintey) - —(coste; + sintey) =

a2+b2( a? + b2

sonucu elde edilir.

Helisin burulmas: ikinci bir yoldan da bulunabilir.

f'(t) = —asinte; + acostes + bes

f(t) = —acoste; — asintes
I (]l = va? + b
f' x £’ = absinte; — abcostes + a’es
£ x £|| = av/a? + b2
f”'(t) = asinte; — acostey
—asint acost b

[f'£"€"] = | —acost —asint 0| =a’b
asint —acost 0
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(3.37) esitliginden,
[f/ f// f///} B b

T= Hf/ % f//HZ - a2—|—b2

elde edilir.

t,n ve b ii¢ boyutlu vektér uzayinda ortonormal baz vektorleri olugturdugundan,
bunlarin tiirevleri kendilerinin dogrusal kombinasyonlari,

dt

t = 75— (3.38a)
n= Z—ISI:Tb — Kkt (3.38Db)
- db
b = =™ (3.38¢)
veya
t 0 w O t
nl=|-x 0 7| |n (3.39)
b 0 —7 0 b

matris bigiminde gosterilebilir. Bu esitliklere Frenet-Serret denklemleri denir. (3.38a
ve ¢) esitlikleri, zaten daha once sirasiyla (3.24) ve (3.30) esitlikleriyle bulunmustu.
(3.38b) Frenet vektorlerinin ortonormal Ozellikleri kullanilarak belirlenebilir (bkz.
Goetz, 1970, s. 55). Frenet-Serret denklemleri, yerel davraniglar: (kinematigi) egrilik
ve burulma ile aciklanan hareketli bir cismin, uzayda nasil bir yol izleyeceginin tek
anlamli olarak tammlanabilecegini gosterir. Bu nedenle, k = k(s) ve 7 = 7(s)
siirekli fonksiyonlarina egrinin dogal veya gercek denklemleri denir.

3.8 Yerel Koordinat Sistemine Gore Egrinin Bagil
Konumu

Burulma ve egrilige geometrik bir bakig acisi, basglangic noktasi sg’a egri tizerinde
As = s — sg kadar uzak ikinci bir nokta icin vektér fonksiyonun Taylor agilimi
yardimiyla,

£(s) = £(s0) + F(s0)As + %f(so)ASQ + é‘f”(so)Asi” 4. (3.40)
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getirilebilir. s'nin burada dogal parametre oldugunu goz ontine alirsak sy’da vektor
fonksiyonun tiirevleri,

f(S(]) = tg

) dt

f(So) = d_so = Koy (341)
d . . .

f (SO) = %(/‘iono) = Koy + KeNg = —/i(z)to “+ Koo + /ﬁ?oTobg

(3.40)’de yerlerine konulur,

1 1
f(S) = f(So) —+ toAS -+ §/€QHOAS2 + 6(—/1(2)130 -+ /‘%01’10 -+ /‘ioTobo)ASg R (342)

ve sg = 0 alinirsa,

1 1 1 1
f(S) = (S - 6’%(2)33) to + (5"’6032 + 6/‘{053) ng + (gﬁoTo) bo + 0(83) (343)

egitligi bulunur. Burada f(0) = 0 oldugu varsayilmistir. Son esitlikte o(s?), s ve

daha yiiksek dereceli terimlerin géz ardi ediligi anlamindadir. Sonug olarak tg, ng, by
vektorleriyle ile olugan yerel koordinat sistemine gore egrinin (bagil) koordinatlari,

1
x(s) =s— 6&353 + o(s?) (3.44a)
1 1
y(s) = 5%@82 + 6/2;053 + o(s?) (3.44b)
1
z(s) = 6/107'033 + o(s?) (3.44c¢)

esitlikleriyle hesaplanir.

Ornek 3.16

Helis i¢in bagil koordinatlar: belirleyelim.

Ornek 3.6, 3.12 ve 3.15°den helis dogal denklemi, egriligi ve burulmasr:

f(s) = acos <S> e1 + asin <S) e + béeg
a? + b2 a? + b2 Va2 + 2
a
o= 5
ko =0
b
TH =

a? + b2
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Bagil koordinatlar:

a 3

78) =5~ Grar et
_ 1, a 2
y() 2(a2+b2)8

3.9 Abhstirmalar

Algtirma 3.1 r(f) = cos®fe; + sin®fey vektér fonksiyonu ile cizilen egrinin [0, %]
araligindaki yay uzunlugunu hesaplayiniz.
Coziim:

r'(0) = —3 cos? O sin fle; + 3sin? 0 cos fey

us

2
|t'(9)]| = 3sinfcosf  s(0) = /3sin00089d9
0
sinf =t dt = cosfdf

2 2
3(0)—3/tdt—32—;sin20 5

0

Abhgtirma 3.2 f(t) = te; + t%ey vektor fonksiyonu ile verilen paraboliin [0,1] araligindaki

yay uzunlugunu bulunuz.

f'(t) = e + 2tes IE(t)| = Vat2 + 1
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y =1’
40
30
20
10
" " ! : r=t
-2 -1 1 2

1
= 1.478
0

1
t 1
s(t):/\/éltz—i—ldt: {2 4t2+1+4ln(\/4t2+1+2t)]
0

Bu hesaplama niimerik olarak da yapilabilir. (3.2) esitligine gore:

£(t;) — £(tim1) = (ti — tici)er + (£ — t7_1)er

I€(t) = £Ei) | = AL = y/(ts = i) + (2 — £2,)2

s = \/(tl —ti—1)? + (t2 — t2_1)? toplanu ile uzunluk bulunur. At = ¢; — t;_; = 0.1
alarak hesaplama yapalim.

ti | [IAf]]
0.0
0.1 | 0.100
0.2 | 0.104
0.3 | 0.112
0.4 | 0.122
0.5 | 0.135
0.6 | 0.149
0.7 | 0.164
0.8 | 0.180
0.9 | 0.197
1.0 [ 0.215
> 1478

Gorildigi gibi egri yay uzunlugu 10 parcaya boliinerek olmasi gereken sonug 3 basamak
dogrulukta tam olarak elde edilmistir.

Aligtirma 3.3 f(t) = 2coste; + sintes + Leg ile verilen helisin [0,5] arahgmdaki yay
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uzunlugunu niimerik olarak bulunuz.

f'(t) = —2sinte; + costes + se3  ||[F/(t)]| = \/4sin2t + cos?t + %

3
Helis tabam elips olan silindire sarilmaktadir. Bu nedenle s(t) = [ \/ 4sin?t + cos? t + %dt
0

eliptik integraldir. Elemanter ¢oziimi yoktur. Niimerik ¢oziim yapilabilir.

f(t;) — £(ti—1) = 2(cost; — costi_1)e1 + (sint; —sint;_1)es + tiféifleg

|Af]| = ||1£(t;) — £(ti1)]| = \/4(costi —costi_1)? + (sint; —sint;_1)% + W

s =) | Af|| toplamu ile uzunluk bulunur. At =t; —t; 1 = g alarak hesaplama yapalim.

| lAf)
0.000
0.157 | 0.167
0.314 | 0.177
0.471 | 0.195
0.628 | 0.218
0.785 | 0.242
0.942 | 0.265
1.100 | 0.285
1.257 | 0.301
1.414 | 0.312
1.571 | 0.317
ST [ 2479

Burada incelenen helisin ti¢ boyutlu grafigi asagidaki gibidir.

Z

o/ =y ey

Aligtirma 3.4 r(t) = (cost,sint,t) vektér fonksiyonunun Frenet vektor tiglistini
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olusturunuz.
Sonug:
1 .
t= ﬁ(_ sinte; + costes + e3)
n = —coste; —sintey

b= %(sin te; — costes + e3)

Abhgtirma 3.5 r(t) = (cos(Int), /t,sin(Int)) hareketli bir cismin konum vektorii olsun.
S6z konusu vektoriin,

o v(t) iz ve

o a(t) ivme vektorlerini

belirleyiniz.
Coziim:
—sin(lnt) 1 cos(Int)
t) = ! t) = ) )
3
—cos(Int) +sin(lnt) —t72 —sin(Int) — cos(Int)
a(t) =r"(t) = ( % SRR 5 )

Aligtirma 3.6 f(t) = 2te; + %tg/ 2ey vektor fonksiyonu ile cizilen egrinin,

e diizenli oldugunu gosteriniz.

o [5,12] araligindaki uzunlugunu bulunuz.

Coziim:

f'(t) = 2e; + t'/%ey # 0 oldugundan egri diizenlidir.

Egri uzunlugu
12

12
f||f’ )||dt = f\/m dt = 2(4+1) i —n

nlw

Abgtirma 3.7 r(0) = [\[ cos @ + f sin g, L 5 ¢0s 6,1 5 Cos 60— f sin 0} vektor fonksiy-

onunu dogal parametre (yay uzunlugu) cinsinden tanimlayimniz.

Coziim:

r'(6) = \[ sin 6 + = cos 6, — \/g sin g, — \/3 sing — \}5 cos 9]
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s@) =[] =[d0=6
0 = s aliarak;

= | L L gins. L L — L
r(s) = [\/gcoss—l—ﬂsms,\/gcoss,\/gcoss ﬁsms]

Aligtirma 3.8 r(t) = (cost,sint,t) vektor fonksiyonu i¢in ¢ = § noktasindaki birim teget
vektorii ve bu noktadan gegen teget dogrunun denklemini bulunuz.

Coziim:

Birim teget vektor: t(t) = ”:,Eg” = %(— sint,cost, 1)

tto) = (~4,3,2)

Teget dogru denklemi:
r(to) = (9, %, 5)

T—x0 __ Y=Yo _ Z—20
! !
o Yo 20

20+ V2 =2y — V2 =2z - T2

Ahgtirma 3.9 0 <t < 7 araliginda x = e coste; + e’ sintey + elez vektdr fonksiyonu ile
¢gizilen egrinin uzunlugunu bulunuz.

Coziim:
x' = (el cost — e'sint)e; + (e'sint + e cost)es + eles

%[ = \/git
s(t) = \/gfetdt = \/get‘g =3(e" - 1)
0

Abligtirma 3.10 r(t) = (t —sint)e; + (1 — cost)es + teg vektor fonksiyonun egriligini ve
burulmasini bulunuz.

Sonug:

B V2 —2cost + cos? t
(3 — 2cost)3/2

B -1

- 2—2cost + cos?t

K

T

Alstirma 8.11 r(t) = 3ti + t2j — 4tk vektor fonksiyonu ile verilen egrinin egriligini ve
burulmasini hesaplayiniz.

Sonug: /T
617

(9 + 68t2)3/2

T=0
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Burulmanin sifir olmasi, egrinin diizlem egri oldugunu gostermektedir.

Ablhstirma 3.12 x(t) = (tsint,tcost, ?t‘g/ 2) vektor fonksiyonu ile tamimh bir uzay
egrisinin ¢ = 0 ve t = 1 araligindaki yay parcasi uzunlugunu hesaplayiniz.

Sonug: %

Ablgtirma 3.13 y(t) = (sint, t, — cost) vektor fonksiyonu ile tanimli bir cismin hizinimn egri
boyunca degismedigini gosteriniz ve ayni egriyi dogal parametre cinsinden tanimlayiniz.

Coziim:
v(t) =y'(t) = (cost, 1,sint) Iv(t)| = V2

Hizin biiyiikligii ¢ den bagimsiz oldugundan hiz sabittir.

t
s(t) = [ly'(®)lldt = v/2t t= % yerine konulursa;
0

S S

y(s) = (sin 5. 5.~ cos )

e

Alstirma 3.14 r(t) = (3t — t3,3t%, 3t + t3) vektor fonksiyonunun,
e Frenet vektor sistemini olusturunuz,
o egrilik degerini belirleyiniz.

Coziim: Teget vektori,

r'(t) = (3 — 3t%,6t,3 + 3t%)
=3(1 —t3,2t,1 4 t%)

P/ (E)]| = 3V/1 — 262 4+ t4 + 462 + 1+ 262 + 4
=3v/2(1 4 2t2 4+ t4)
= 3V2(1 + %)

fo T 1 1—¢ 2 1)
@ v2 \1 272
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¢ikar. Buradan egrilik vektorii,

dt 1 (—2t(1+t2)—2t(1—t2) 2(1 + t2) — 4¢? )

dt 2 (1 +¢2)2 T (14 12)2
— \/5(11 t2>2(—4t,2(1 —t),0)
e jf?)? (—2t,1 —t%,0)
dt  ||dr(t) 1
k= dt/‘ dt H “aarep e £,0)

Frenet vektor sistemi (t, n b) i¢in, 6ncelikle normal birim vektori olugturalim:

k 1
=== —2t,1 — 12,0
n= =il )
Binormal vektor,
b=txn
el €9 €3
. 1-¢2 2t 1
=det | B VRuee) V2
—2t 1-¢2 0
1+¢2 1+¢2
2t

bulunur.

Frenet tiglii vektor sistemi:

fo L 11—t 2t .

V2 \1 2 L4
1

= ——(-2t,1—-%0

n 1+t2( Y 7)

1 [/t2—-1 =2t
n=—[(-—— —_1
V2 \1+1271+1¢2

Egrilik degeri icin yukarida belirlenen egrilik vektorii yardimiyla,

1

n:||k]\:m\/4t2+1—2t2+t4
1 1

- (4=

sar Pt T sar e
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veya,
[r" x|
K= ——7
[
esitliginde,
r' = (3 - 3t%,6t,3 + 3t?) = Ir'|| = 3v2(1 + )
v’ = (—6t,6, 6t)
(s3] €9 €3
' xr” =det [3-3t2 6t 3+ 3t
—6t 6 6t

=18[(t2 — 1)e; — 2tes + (1 +tHe3] = |’ xr”|| = 18V2(1 + %)
elde edilir ve yerlerine yazilirsa,

C18V2(1 4 1
TSRl 31+ )

cikar.

Aligtirma 3.15 f(t) = acoste; + bsintey + ctes vektor fonksiyonu ile tanimh egrinin
(tabam elips olan silindire sarilan Helis) egriligini ve burulmasimi bulunuz.

Coziim: Vektor fonksiyonun tiirevleri:

f'(t) = —asinte; + bcostes + ces
I£/(8)]| = Va2 sin? ¢ + b2 cos? t + 2
f(t) = —acoste; — bsintes

f"”'(t) = asinte; — bcostey

el €9 €3
f' x " =det [ —asint bcost ¢ | =besinte; — accostey + abes
—acost —bsint 0

£/ x || = Vb2e2 sin? ¢t + a2¢? cos? t + a2b?

Egrilik:

I V022 sin? t + a2c? cos? t + a2b?
1B (a2sin®t + b2 cos2t + ¢2)3/2

—asint bcost ¢
[£'£7f"] = det | —acost —bsint 0| = abc
asint —bcost 0
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Burulma:
B [f/f//f///] B abc
CIE X E7)2 0 b2e2sin® t + a2c2 cos? t + a2b?
Algtirma 3.16 f(t) = e'coste; + el'sintes vektor fonksiyonu ile tanimh logaritmik

spiralin egriligini bulunuz.

Coziim: Vektor fonksiyonun tiirevleri:

f'(t) = e'(cost —sint)e; + e'(cost + sint)ey

I = v2¢*

f”(t) = —2¢' sinte; + 2¢’ costes
el €2 €3
f' x £ = det | e'(cost —sint) e(cost +sint) 0 | = 2e*es
—2etsint 2¢t cost 0

£ x £|| = 2¢*

Egrilik:
1
R Ve

Abligtirma 3.17 Nefroit egrisinin [0, ¢] araliginda yay uzunlugunu ve egriligini bulunuz.
Parametrik gosterim: f(t) = a(3 cost — cos3t)e; + a(3sint — sin 3t)es;

f'(t) = (a(—3sint + 3sin3t), a(3 cost — 3 cos 3t))
= 3a(sin 3t — sint, —(cos 3t — cost))
= 6a(cos2tsint,sin 2t sint)
||| = 6asint
¢

¢
s(t) = 6a/sin tdt = —6acost

; 0
= 6a(1 — cost)
Dikkat!
. . T+Y . T—Y LTty Ty
sinz —siny = 2 cos 5 sil cosx — cosy = —2sin sin —
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Egriligi birim teget vektor ve egrilik vektorii ile hesaplayalim.

0
1£(2) ]
= (cos 2t, sin 2t)
dt
i (—2sin 2t, 2 cos 2t)
Kk — % [ —sin2t cos2t
I’ \ 3asint’ 3asint
1
k= k|l ==
3asint

Asal birim normal de bulunabilir.

k :
n = — = (—sin 2¢, cos 2t)
K

Nefroit grafigi a = 1 alinarak agagida gosterilmigtir.

)
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Aligtirma 3.18 f(t) = t coste; +tsintey ile tanimh Argimet spiralinin egriligini bulunuz.

f'(t) = (cost - tsmt)e1 + (sint + tcost)ey
Il = v
(1) = (— QSlnt—tcost)e1+(QCost—tsmt)
(31 €9 €3
f' x " =det | cost—tsint sint+tcost 0 | = (t* +2)es
—2sint —tcost 2cost—tsint 0
[f x £|| = t* + 2
242
- (t2 +1)3/2

Asagida Arsimet spiralinin 0, 27 araliginda grafigi goriilmektedir.

Y
41

f(t) = t coste; + tsinte,
+ + T

Yay uzunlugunu bulalim.

lE@l = Ve +1

t
t)z/@dt:;[tm—kln(m—i—ﬂ
0

Grafikteki egri uzunlugu s(27) = 21.26 olur.



Bolum 4

UC BOYUTLU OKLIT UZAYINDA YUZEYLER

Yiizey, E3 uzaymda sonsuz anlamda kiiciikk bir kesimi diizlem gibi goriilebilen
noktalar kiimesidir.  Yapilan tamimla, bu boliim altinda ele alinacak yiizey
kavraminin sadece yumusgak (smooth) yiizeyleri ilgilendirdigi anlagilmalidir. Bagka
bir deyisle, yiizey ftizerindeki herhangi nokta, en yakimindaki diger noktalarla
topolojik iligkiye (komguluk iligkisine) sahip olmalidir.  Amilan gerekgelerle,
topolojide yiizey kavramu iki boyutlu olarak degerlendirilir. Iki boyut, yiizey
iizerinde bir noktanin gosterilebilmesi i¢in gerekli parametre sayisini ifade eder.
Kire yiizeyinde agisal biiytikliklere karsiik gelen enlem [—7/2,7/2] ve boylam
[0, 27] bilgisinin fiziksel yerytiziinde belli bir noktay1 tanimlamas: ytizeyin geometrik
gosterimine ve onun pratik kullanimina basit bir 6rnektir.

Diferansiyel geometride metrik tensor elemanlariyla tanimli uzunluk, en kisa yol,
acl, alan gibi buytkliklerin belirlenmesi bir yiizeye iligkin temel problemlerin
en baginda yer alir. Bir uzay egrisinin yerel konumunun, onun baglangictan
diferansiyel sapmasima (yay uzunlugu cinsinden), egrilik ve burulma degerlerine
bagh ifade edilebildigi onceki bolimde gosterilmigti.  Jeodezik uygulamalarda
olciilen uzunluklar uzay egrileri olmakla birlikte ¢ogunlukla ytizey egrileridir. Bu
nedenle bu egriler tizerindeki noktalarin global ya da yerel koordinatlari, egrinin
dogal denklemleri kadar yiizey igin segilen parametre sistemine (iki boyutlu) de
bagldir. Bu boliimde, egriler ve yiizeyler arasindaki yakin iligkiden yola c¢ikilarak,
yiizey parametreleri cinsinden egrilerin temel 6zelliklerinin belirlenmesi konusu ele
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alinacaktir.

4.1 Fonksiyonlar ve Yiizeyler

Matematikte iki degiskenli fonksiyonlardan soz edildiginde, genellikle z ve y ile
gosterilen iki gergek sayi ¢iftine bagh tigiincii bir gergek say1 anlagilir:

z= f(z,y) (4.1)

D, x,y degiskenlerinin alabilecegi degerler kiimesini belirten xy diizleminde kapali
bir bolge olsun. (4.1) ile D bolgesindeki her noktaya karsilik gelen ve zy diizleminden
z kadar uzak bir noktalar kiimesi,

S ={z,y,2 € E*| (x,y) € D} (4.2)

bagka bir deyisgle E? uzaymda S yiizeyi olugur (Sekil 4.1). Yiizey tizerinde aym z
degerine sahip noktalarin olugturdugu egrilere egytikseklik (seviye ya da nivo) egrileri
denir. z = sb. egrileriyle olusturulan esyiikseklik haritasi E* uzaymdaki yiizeyin,
diizleme (xy) indirgenmis bir bagka gosterim bigimidir.

Matematikte ¢ogu kez S yiizeyinin gosterimi i¢in bagimh degiskenin agik bigimde
yazilmadigi,
flz,y,2) =0 (4.3)

kapali egitligi tercih edilir.
Ornek 4.1
a, b, ¢, d sabit sayilar olmak {izere diizlem denklemi,

ar+by+cz+d=0

kapali egitligiyle gosterilir. Merkezi koordinat sisteminin merkezi ile cakisik elipsoit
denklemi igin,

2 2 2

x Y z

2 + 2 + 3 1=0
esitligi yazilabilir. Burada a, b ve c¢ sirasiyla x,y,z yoniinde elipsoidin boyutlarini
(yarieksen uzunluklarini) tanimlar.

Kartezyen koordinatlar cinsinden f'nin kismi tiirevleri,

 (of of of
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Sekil 4.1: Iki degiskenli fonksiyon, zy diizleminde tanim kiimesi ve yiizey gosterimi

gradyent vektoriintin bilegenlerini olugturur. (4.4), Vf # 0 kosulunu saghyorsa
yizey bu noktada diizglindiir denir. S ylizeyinin diizgiin her noktasinda, gradyent
vektor ile belirli yiizey normali ve bu normale dik teget (yatay) diizlem vardir.
Normalin yoni yiizeyin digina dogrudur.

4.1.1 Yiizey normali ve teget diizlemin denklemi

f(x,y,2) = 0, E* uzaymda bir yiizey denklemi, x(t) = [z(t),y(t), z(t)] yiizeyin P,
noktasindan gegen egrinin denklemi olsun. Yiizey egrisi boyunca f(x(t),y(t), z(t)) =
0 esitligi saglanacagindan, sabit bir say1 olarak f fonksiyonun ¢’ye bagh tiirevi (zincir
kurali yardimiyla),
ofdx Ofd of dz
ofde ofdy of iz

= 4,
Ovdt Oydt 0zdt], (4.5)
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sonucunu verir. (4.5), gergekte V f gradyent ve x'(t) teget vektoriin i¢ ¢arpimidir:

of of of dr dy dz\
(o), (i), = o

Bu sonuca gore yiizey normali ve yiizey egrisine teget vektor, F, noktasinda
birbirlerine diktir. F, noktasindan gegen farkli yonlerdeki tiim yiizey egrileri igin
(4.6) gegerlidir. Egrilerin teget vektorleri bu noktada gradyent (normal) vektore dik
durumdaki yatay diizlem ile cakigir. Sekil 4.2 P, baslangic noktasindan gecen teget
vektorlerin olugturdugu teget diizlemi ve ona dik gradyent vektorii gostermektedir.

(4.5) esitligi yardimiyla teget diizlem denklemine kolayca gegilebilir:

(2) - () 6w+ (&) =m0

Teget diizleme karsilik, £ € R olmak tizere yiizey normali,

0 0 0

bi¢iminde parametrik olarak ya da

56—37023/—90:2—2’0 (49)

@, (%) @,

esitligiyle de gosterilebilir.
Ornek 4.2

f(x,y,2) = 2?yz —y+2—5 = 0 kapal esitligi ile tanimli bir yiizeyin, (1,1, 3) noktasidaki
normal vektoriinii, normal dogru denklemini ve teget diizlemin denklemini bulalim.

S6z konusu yiizeyin normal vektorii igin,

0 0 0
Vf= 37£61 + 5562 + Fﬁe:z = 2zyzer + (a2 — 1)eg + (a%y + 1)es

cikar. xg = 1,y9 = 1, 29 = 3 koordinatlarina kargilik gelen gradyent vektoriin bilegenleri,

of\ of\ of\y
<ax>o—6 ’ (ay>o—2 ’ <az>o‘2

olur. Sonug olarak ayn noktada normal dogru denklemi,

z—1 y—-1 2-3

6 2 2
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ve teget diizlemin denklemi,
(x—=1)6+@y—1)24+(2—-3)2=3z+y+2—-7=0

ile ifade edilir.

Ornek 4.3

f(z,y,2) = 22 +y?> + 22 — 4 = 0 kapali esitligi ile taniml kiirenin, (1,1, /2) noktasindaki
normal vektoriinii, normal dogru denklemini ve teget diizlemin denklemini bulalim.
S6z konusu yiizeyin normal vektori igin,
Vf =2xe + 2yes + 2ze3
cikar. zo = 1,90 = 1, 29 = v/2 koordinatlarina karsilik gelen gradyent vektoriin bilegenleri,

af\ of\y ar\ _
(5), - @), (5),-27

olur. Normal dogru denklemi,
x—1 y—-1 =z- V2
2 2 2V/2

ve teget diizlemin denklemi,
2r—1)+2y—1)+2V2(z—V2) =z +y+V22-4=0

ile ifade edilir.

Ornek 4.4

flz,y,2) = %2 + % + 22 — 1 = 0 kapali esitligi ile taniml elipsoitin (1,1, %) noktasimdaki

normal vektorii, normal dogru denklemini ve teget diizlem denklemini bulalim.

2
Vf=uzxe + gyGQ + 2ze3

ckar. zg = 1, yo = 1, 29 = v/6/6 koordinatlarma karsilik gelen gradyent vektoriin

bilegenleri,
9\ 4 ofy _2 ofy _ v6
or)y = ), 3~ 9z ), 3

olur. Normal dogru denklemi,
3y—3 18z2— 3v6
2 616

r—1=

ve teget diizlemin denklemi,

(x—l)—i—g(y—l)—l—\f(z—{):3x+2y+\/62—6:o

=)

ile ifade edilir.
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4.2 Diizenli Parametrik Yiizeyler

Uzay egrilerinde oldugu gibi yiizey noktalarinin kartezyen koordinatlar: parametrik
denklemler kullanilarak ifade edilebilir. Parametrik gosterim yiizeylerin matematik-
sel olarak tanimlanmasinin standart yoludur. Bir bakima, kartezyen koordinatlar
cinsinden verilen kapali egitlikler de parametrik denklemler olarak degerlendirilebilir.
Nasil ifade edilirse edilsin, kisaca ytlizey diizlemdeki kapali bir bélgenin ti¢ boyutlu
uzaya siirekli izdiigimiidiir:

x:DcE*— ScE? (4.10)
Burada x vektor fonksiyonu,
x(u,v) = z(u,v)e; + y(u,v)es + z(u,v)es (4.11)

yiizey Tluzerinde iki parametre yardimiyla tanimlanabilen bir noktanin yer
vektoridiir. u ve v egrisel yiizey koordinatlar: vektor fonksiyonun parametrelerini
temsil eder; ilk kez Gauss tarafindan kullanildiklar: i¢in Gauss ylizey parametreleri
olarak adlandirilirlar. Kartezyen koordinatlar i¢in yazilan,

r=z(uv) , y=yluv) , z=2z(u,v) (4.12)

esitlikleri yiizeyin parametrik denklemleridir. u ve v parametrelerindeki her degisim
uzayda farkli bir noktaya kargilik gelir. D bolgesindeki bir nokta u = sb. ve v = sbh.
dogrulariin kesigimi iken, S yiizeyinde ayni nokta u = sb. ve v = sh. egrilerinin
kesigimi ile bellidir. x(u,v), E* uzaymdaki D diizlem alanini, E? uzaymdaki S
yiizeyine dontgtirir (Sekil 4.3).

v =sb. I

e
SN
/ D.\
).

Sekil 4.3: D diizlem bolgesinin S ylizey pargasina izdisimi
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Parametrik yiizeylerin diizenli olma 6zelligi, diferansiyel izdisiim matrisi, bagka bir
deyisle x vektor fonksiyonun Jakobi matrisi,

(4.13)

IS

(-
I
<
SRS

yardimiyla incelenebilir. Rank(J), (4.13)’de dogrusal bagimsiz satirlarin sayisidir.
Rank(J) = 2 esitligi, S ytizeyinin diizenli oldugunun isaretidir. Rangin 2’den kiigiik
olmasi durumunda, ylizey lzerinde tekil noktalardan soz edilir. Jakobi matrisin
siitun elemanlari,

0x oxr 0y 0z
_Ox  (0x Oy 0z
Xy = %— (%,%,%) (415)

S yiizeyine dogrusal yaklagim saglayan, sirasiyla, u = sb., v = sb. egrilerinin kesigim
noktasindaki teget vektorleridir (Sekil 4.4). Eger yiizey bu noktada diizenliyse dig
carpim,

Xy, X X, # 0 (4.16)

x, ve X, vektorleri ile tanimh teget dizleme dik (yiizeyin digina dogru) gradyent
vektor dogrultusunu gosterir. Yiizey normalini birim vektore dontistiiren egitlik,

u= XX (4.17)

B ||Xu X XUH

ile verilir.
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Sekil 4.4: Parametrik yiizeye teget diizlem ve yiizey normali

Ornek 4.5

X = rcosucosv ej + rcosusinv ez + rsinu eg ile tanimh kiire yiizeyi icin yiizey birim
normalini bulunuz.

X, = —rsinucosv ep —rsinusinv ez + rcosu es
X, = —rcosusinv €1 + 7 cosSucosv eg
€1 €2 €3
Xy X Xy =det | —rsinucosv —rsinusinv 7rcosu
—rcosusinv 7 cosucosv 0

= —r2cos®ucosv el — r2 cos? usin v eq — r? sinu cosu es
%y X X, = 72 cos u
Xy X Xy . .
U= ————— = —CoSuCosv €1 — cosusinv ez —sinu eg
|30 X %]

Teorem 4.1 F, noktasindan gegen tium yiizey egrilerinin teget wvektorleri teget
diizlemin icindedir.
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u ve v ylzey parametreleri ¢'nin fonksiyonu olsunlar: u = u(t),v = v(t). Buna gore
yiizey tlizerindeki egrinin parametrik denklemi,

x(t) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), 2(u(t), v(1)))
= (x(t), y(t), 2((1))

vektor egitligiyle gosterilir. (4.18) vektor fonksiyon bilegenlerinin tiirevleri (zincir
kuralina gore),

(4.18)

de _ovdu  drdv
dt — Oudt Ovdt
dy  Oydu 8y dv

- _ I (4.19)
dt — Qudt  Ovdt
dz  Ozdu n 0z dv
At~ Oudt ' Ovdl
X, ve X, nin fonksiyonlar: oldugundan ytizey egrisinin teget vektorii,
dx du dv
! — — 4.2
x'(t) = o = Xug + x, o (4.20)

bigiminde yazilabilir. (4.20) esitligi, teget vektoriin x, ve x, vektorlerinin dogrusal
kombinasyonu oldugunu séylemektedir. Bu nedenle x'(t), yiizeye teget diizlemin
icinde kalir ve ayn1 zamanda yiizey normaline diktir (Sekil 4.5).

Sekil 4.5: Yiizey egrisi x(t) ve teget vektor x'(t)
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Xy, X, V€ X, X X,, U¢ boyutlu yerel (yiizey) koordinat sistemlerini olugtururlar.
Fiziksel yerytliziinde jeodezik amach yapilan gozlemler yerel gradyent vektor ve ona
dik teget diizlemle yakindan iligkilidir. Diizeclenmis bir teodolitin asal diisey ekseni,
z1it. yonlii gradyent vektor dogrultusu ile cakisik gekiil dogrultusunu temsil eder.
Aymni gekilde yatay ac1 tablasi ¢ekiil dogrultusuna dik oldugu varsayilan nivo ytizeyine
tegettir. Bu noktadan degisik hedeflere yapilan yatay dogrultu gézlemleri x'(t) teget
vektorine kargilik gelir.

4.3 Birinci Temel Bicim

Bir yiizey tizerinde iki nokta arasindaki en kisa uzaklik bu iki nokta arasindaki dogru
parcasinin uzunlugudur. Ancak bu dogru genellikle egrisel ytizeylerin digindadir.
Yiizey ftzerinde en kisa baglant1 egrisinin ya da herhangi bir yiizey egrisinin
uzunlugu, yiizey egrilerinin parametre egrileri ile yaptiklari agilar, parametre egrileri
ile simirlanmig alanlarin belirlenmesi gibi problemlerin ¢6ztimtiinde birinci temel
bigimden yararlamlir (Pressley, 2001). Birinci temel bigim ile ytizey iizerinde
diferansiyel anlamda bir uzunluk, yiizey parametrelerine bagh olarak ifade edilir.

[zdiigiim fonksiyonu x(u, v)’nin diferansiyelini olusturalim:

u T o (4.21)

= x,du + x,dv

dx diferansiyel yer degigtirme vektori, (4.20)’de oldugu gibi ytizeye teget diizlemin
elemanmdir. Egrisel ylizey koordinatlardaki du,dv kadarlik diferansiyel artimin
sonucu olarak, ytzey noktasinin dogrusal konumsal degigimi gosterir. (4.21),
gercekte x(u,v) nin baglangig noktas1 Fy’a gore Taylor serisine aginiminin,

ox ox
x(u, v) =x(ug, vo) + (%)0 du + (%)Odv—l—

1 [(0%x , 1 (0% 9 0*x
+§(@)Odu +§<W>Odv +(auav>odudv+... (4.22)

bir parcasidir (dogrusal terimler).

dx vektortintin kendisiyle skaler carpima,

dx - dx = (x,du + x,dv) - (x,du + x,dv)
[ = (x, - X,)du® + 2(x, - %, )dudv + (x, - X, )dv? (4.23)
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Gauss’un birinci temel bigimi adi verilen egitligi ortaya ¢ikarir. Katsayilar igin,

o\ Jy 2 02\ >
E=x, -x,= (%) + (%> + (%) (4.24a)

Oxdx Oydy 0z0z

oz’ oy > 02\ >
G=x, X, = <%) + (%) + (%) (4.24c¢)

kisaltmalar1 kullanilirsa birinci temel bigim, (3.7)’e gore,

F=x, x,=

dx
ds = ||— || dt 4.2
S ' o (4.25)
oldugu goz oniine alinarak,
[:ds® = ||dx||* = Edu® + 2Fdudv + Gdv? (4.26)

bigiminde yazlabilir. Burada ds, Sekil 4.6’da gorildiigi gibi yiizey tizerinde (u,v)
ve (u + du,v + dv) noktalar1 arasimndaki diferansiyel uzunluk elemanidir. (4.26)
yizeyin metrik o6zelliklerini tam olarak tanmimlayan bir denklemdir. Birinci derece
temel buytkler F, F, G yiizey egrilerinin uzunluklarin yani sira bunlarin u = sb.
ve v = sb. egrileriyle yaptig1 acilarin ve yiizey alanlarinin hesaplanmasina olanak
saglar.

Ornek 4.6
Kiire yiizeyi i¢in birinci temel formu bulalim. Kiirenin parametrik denklemi:

T = r COSU%COSV
Y = rcosusinv
z=rsinu

x(u,v) = rCcosucosv e; + rcosusinv ez + rsinu es

ox . oy . . 0z

— = —rsinucosv —~ = —rsinusinv — =rcosu
ou ou ou

oz ) oy 0z

— = —rcosusinv —~ = 7 COSUCOSV — =0

ov ov ov

E=r> F=0 G=r%cos’u

ds® = r% du?® + r? cos® u dv?
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Ornek 4.7

Donel elipsoit yiizeyi i¢in birinci temel bigimi olusturalim. Parametrik gosterim:
x(u,v) = acosucosve; + acosusinves + bsin ues

Kismi tiirevler:

X, = —asinucosve| + —asin usinves + b cos ues

X, = —a CcoSuSinvej + acos u cos vesy

Temel biiytikliikler ve birinci temel bigim:
E =x, %, =a’sin®u+b*cos’u
F=x,-%x,=0
G =x, Xy =a’cos®u

ds® = (a2 sin® u + b? cos® w) du? + a? cos® u dv?

u,v parametreleri elipsoit merkezinde olusan acilar olup, v boylama wu ise indirgenmis
enleme karsilik gelmektedir. Indirgenmis enlem konusunda daha fazla bilgi icin Ustiin ve
Demirel (2015)’e bakiniz.

4.3.1 Yay uzunlugu, yiizey egrileri arasinda ac¢i ve alan
hesab1

t parametresine gore ylizey egrisinin t; ve t, noktalar1 arasindaki uzunlugu
dx

(4.25)’den,
t2 2 Mdx  dx 1/2
s:st:/ dt:/ [——} dt
(*) o | dt 4 Ldt o dt

—/t2 x@—l—xd—v xd—u+xd—v 1/2dt

-y “dt Tt Yt Tt dt
t2 du\ > du dv dv\?

= E|— 2F—— + G| — ) dt 4.27

/tl \/ (dt> M <dt) (4.27)

bulunur. (4.27) birinci temel bi¢imin ¢ parametresine bagh ifadesidir.
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Ornek 4.8

I uzunlugunu bulalim. loksodromun

(4.27) bagintisindan yararlanarak loksodrom egrisinin
genel esitligi,
T, ¥ T $o
A= X+ tana(lntan (Z + 5) — Intan (Z + 2))

bicimindedir. A\g =g =0 ve A = v, ¢ — u alinarak,

v = tan o In tan (% + %)

elde edilir (tana = sbt).
u==t

tan aIn ta (W + t)
v =tanalntan(— + =
4 2
seklinde t parametresi secilir ise tiirevler,
d
du
dt
dv  tana
dt  cost

elde edilir. Kiire yiizeyi icin temel biiyiikliikler £ = r2, F =0, G = r?cos’u =
7?2 cos?t (4.27) esitliginde yerine konulursa:

t2 tana 2
s(t) = / r2 + 12 cos?t dt
4 cost
t2
=r V1+tan?a dt
t1
t
=rv1+tan’a t ’
t1
=7V 1+ tan? a(ty — t1)

V1+tanZa = 1

COS «x

ve u = t alimirsa, bilinen loksodrom uzunlugu bagintis: elde edilir.

su) = co?;oz(u2 —u)

Loksodrom tiim meridyenleri sabit ac1 altinda kesen yiizey egrisi olup, kiireye sarilan helis
egrisidir.
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Sekil 4.6: (u,v) ve (u + du,v + dv) ylizey egrileri ile simrlandirilan diferansiyel
uzunluk elemani ds

u ve v yiizey egrileri arasindaki ag1 w, teget vektorler x,, ve x,, yardimiyla bulunabilir.
Bu iki vektoriin skaler carpimi,
Xu * Xy

Xy - Xy = 1% - | X%y ]| cosw coSw = ———— 4.28

olugturulur ve (4.24) esitlikleri gbz 6niine alinirsa Gauss parametre egrileri arasindaki
acl icin,
Xy * Xy F
COSWw = = 4.29
\/Xu'Xu\/Xv'Xv \/EG ( )
esitligi elde edilir. w ve v parametre egrileri ortogonal (w = 7/2) ise (4.29)’a gore
F' = 0 sonucu ortaya ¢ikar.

Parametre egrileri arasindaki aci iki vektoriin vektorel carpimindan da bulunabilir.

%0 X X, |

sinw = (4.30)
[l [0 ]
€e; €2 e3
X, X X, =det | &z v 0z
A br By o (4.31)
ov  Ov Ov
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oldugundan, A = v EG — F? kisaltmas ile,

sinw = A (4.32)

VEG

elde edilir. Uygulamada ¢ogu kez yiizey parametrelerinin F' = 0 ozelligini gosterecek
sekilde secilmesi hedeflenir. Boylelikle ytlizey parametre egrilerinin diizlemdekine
benzer diferansiyel bir kare ag1 olusturmasinin 6nii agilmig olur.

P’den gecen yiizey egrisinin v = sb. egrisi ile yaptig1 aciy1 bulmak isteyelim. Yiizey
egrisine teget vektor x'(t) ile v = sb. egrisine teget x, arasindaki 6 agisi (Sekil 4.6),
dx’in, x'(t) dogrultusundaki yer degigtirme vektorii oldugu goz 6ntine alinarak,

X, X(t) Xy-dx
[ull - I [lxull - lldx]]

cosf = (4.33)

esitliginden elde edilir. (4.33)’da (4.21), (4.24) ve (4.26) egitlikleri yerlerine yazilirsa,

Edu+ Fdv

cosf) = ——— 4.34
VE -ds ( )
gikar. Ortogonal ytzey aglarinda F' = 0 nedeniyle (4.34),
VE - du
0 = 4.35
cos 7 (4.35)
egitligine doniisir. u = sb. ve v = sh. egrileri boyunca diferansiyel koordinat
degisimlerine karsilik (4.26)’dan,
ds, = VEdu , ds,=VGdv (4.36)
diferansiyel yay uzunluklar elde edileceginden (4.35),
ds
[/ —— 4.37
cos s (4.37)

bi¢ciminde de yazilabilir. Son egitlik yiizey tizerindeki agilarin da birinci temel bigime
bagl olarak tanimlandigini ortaya koymaktadir.
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u + du =sabit

d50 prou= sabit

Sekil 4.7: (u,v) parametre egrileri

Sekil 4.7’den ve (4.32) den,

dsvsinw_\/@dv A B A d_v
ds  ds EG +Eds

sinf =

elde edilir. (4.35) ve (4.38) ile,

Adv

tanf = — =20
M= Badu T Fdo

gikar.

(4.38)

(4.39)

Parametre egrileri birbirine dikse /' = 0 nedeniyle (4.35), (4.38) ve (4.39) esitlikleri,

cosf = VE du — @
ds  ds
sind — \/@dv_dsv
 ds  ds
VG dv  ds,
tanf = =
\/E du dsu
olur.
Ornek 4.9

(4.40)

Kiire yiizeyinde iki noktayi birlestiren Loksodrom egrisinin v = sabit egrisi ile agisini

bulalim. Kiirede temel biiyiikliikler:

E=7> G=r%cos’u
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4.40 esitligi kiire icin diizenlenir ve tan § = sabit alinirsa,

tanf = 9@—008 d—v
nr= Edu udu
dv = tan6 du

Ccos U

du

V2 u2 1
/ dv = tan&/
v uy COSU

v2
= tan @ Intan (Z + u>

uz

v
2

V2 — U1

In tan (Z + “22> — Intan (Z + %)

U1 ui

tanf =

elde edilir.

Yiizey tizerinde u, v ve u+du, v+dv egrilerinin sinirlandirdigi alan dA olsun. (4.36)’e
gore ds, ve ds, soz konusu parametre egrileri ile tanimli diferansiyel paralelkenarin
kenar uzunluklar olmus olur. VE = ||x,]| ve VG = ||x,| esitlikleri goz 6niine
alindiginda diferansiyel alan,

dA = ds,ds, sinw = ||x,]| - ||x,]] sin wdudv (4.41)
ile gosterilir. (4.41), (2.19)’ya gore,
dA = ||xy, X X, ||dudv (4.42)
bigimine dénigtiirilir, (4.31) dikkate alinirsa,
dA = VEG — F2dudv (4.43)

bulunur. Esitligin her iki yan i¢in uygulanacak integral, A = vV EG — F? kisaltmasi
ile, parametre egrileri arasindaki B bolgesinin yiizey alanini,

A= / /B Adudv (4.44)

verir. A degeri ylizey normalinin normu (pozitif tanimli) yardimiyla hesaplanan bir
biiyiikliik oldugundan yiizeyin diizenli oldugu her noktada A > 0 esitsizligini saglar.

Ornek 4.10



80 UC BOYUTLU OKLIT UZAYINDA YUZEYLER

Kiire yilizeyi icin u ve v egrileri ile sinirli bir bélgenin alanini bulalim. Kiire yiizeyi icin
birinci temel form:

ds® = r?du® + r? cos® udv®
E=r> F=0 G=r%cos’u

A =+VEG - F2=1r%cosu

9 V2 u 9 u
A=r / cosu dudv=r‘sinu| v
V1 u

u1

V2

U1

= r?(sinuy — sinuy ) (vy — v1)

Cografi koordinatlara gore diizenlenirse (u — @, v — A),
A= r2(sin Y2 — sin (,01)()\2 — )\1)

elde edilir.

4.4 TIkinci Temel Bicim

Bir ytizeyin egriligi ikinci temel bigimden yararlanilarak aragtirilir (Pressley, 2001).

E? uzayinda parametrik denklemi x = x(u,v) ile verilen bir yiizey iizerinde birim

normal vektorii,
Xy X X, Xy X X,

— — 4.4
U xmll A (4.45)

ile tammmlamigtik. x(u, v) en az iki kez tiirevlenebilir olmak tizere parametrik yiizeyin
ikinci temel bigimi,
11 = Ldu® 4+ 2Mdudv + Ndv? (4.46)

esitligiyle gosterilir. (u,v) koordinatlar1 bilinen bir noktada L, M, N katsayilari
(ikinci temel biytiklikler), x’'in ikinci dereceden kismi tiirevlerinin birim normal
vektor dogrultusuna izdiigiimii bigiminde hesaplanir:

0°x

L=xXy,-u =52 U (4.47a)
0°x

M =x,, -u= Sude u (4.47b)
0°x

N =x,,-u (4.47¢)

“ o2 "
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(4.45), (4.47) esitliklerinde yerine konulur ve skaler tigli ¢arpim uygulanirsa,

Q
8
Q
<
Q
Y

ou Qu ou
_ [Xuxvxuu]_ -1 oz gy 0z
2z Py 9%z
ou?  Ou?  Ou?
ox Oy o
du U ou
[XuXUXuv] -1 ox gy 0z
M= AT e | 5 2 (4.48D)
o2z 0%y 0%z
Judv  Oudv  Oudv
oz oy oz
ou
[XuXoXow] 4 Ju Qv
N= ST e | 2 & (4.48¢)
2z Py 9%z
ov?  Ov?  Ov?

elde edilir. Izdiigiim bityiikliikleri L, M, N yiizeyin teget diizlemden ne kadar
uzaklagtigini agikladigi i¢in ikinci temel bicim, yiizey egriliginin geometrik bir
yorumu olarak degerlendirilir.

Ikinci temel bicim yiizey birim normal vektorii unun tiirevi yardimiyla da ikinci bir
yoldan daha tanimlanabilir. Bunun icin dx - u = 0 esitliginin tiirevini alalim,

Px-u+dx-du=0

ve

d’x-u= —dx-du (4.49)
bi¢iminde yeniden diizenleyelim. du birim normal vektore dik ve teget diizlem
igerisinde bulunur. u, = % ve u, = g—g olmak tizere u'nun diferansiyeli,

du = u,du + u,dv (4.50)

(4.49)’te yerine yazilirsa,

d*x - u = —(x,du + x,dv) - (u,du + u,dv)
= —x, - wdu® — x, - wpdudv — x, - u,dvdu — X, - W,dv?

= —X, - W du® — (X, - u, + X, - u,)dudv — u, - X,dv? (4.51)
gikar. x, - u =0 ve x, - u = 0 esitliklerinin u ve v’ye gore tiirevleri olugturulur,

Xy U+ %X, -1, =0 (4.52a
Xyp U+ X, -1, =0 (

Xpy - U+ X, -1, =0 (4.52¢
Xy U+ Xy U, =0 (4.52d
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ve (4.51)’da goz 6niinde bulundurulursa,
U - d*X = Xy - ud® + (Xpy - U+ Xy, - 0)dudv + X, - udo?
= Xyu - Udt? + 2(Xyy - 0)dudv + Xy, - udv? (4.53)

bulunur. (4.47), (4.51) ve (4.53) esitlikleri karsilagtirildiginda Gauss’un ikinci temel
biiyiikliikleri igin,

L =Xy, -u=—X, 1, (4.54a)
1

M =x,,  -u=— §(Xu ‘U, + X, Uy, (4.54b)

N =X, -u=—X, - u, (4.54c¢)

esitlikleri ortaya cikar.

Ornek 4.11

Kiire ytlizeyi icin ikinci temel bigimi bulalim.
x(u,v) = (rcosucos v, rcosusin v, rsinu)

Kismi tiirev vektorleri:

ox . . .
Xy = =— = (—rsinucosv, —rsinusin v, r cos u)
ou
0x? . .
Xuu = 5 5 = (—rcosucosv, —rcosusinv, —rsinu)
ox .
Xy = — = (—rcosusinv,r cosucosv,0)
v
0x? :
Xy = =5 = (—rcosucosv, —rcosusinv,0)
2 ’ ’
v
ox? a . . 0)
Xy = ——— = (rsinusinv, —rsinu cos v
Oudv ’ ’

Birinci temel form énceden ds? = r2du? + 12 cos® udv? olarak bulunmustu. Birim normal

vektor:
A =VEG—F2=1r%cosu

Xy X X, = (=12 cos® ucos v, —r2 cos? usin v, —12 sin u cos u)

Xy X Xy . .
u= = (—cosucosv, — cosusinv, —sinu)

A

Ikinci temel form:
L=xy,-u=r
M=%y, -u=0
N:Xw-u:rcos2u

IT: 7 du® + rcos®u dv?
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Ornek 4.12
Donel elipsoit icin ikinci temel bigimi bulalim.
x(u,v) = acosucosve; + acosusinves + bsin ues

Kismi tirevler:

X, = —asinucosve; — asinusinves + bcosues
X, = —@ COS U Sin ve| + a Ccos u Cos vey
Xyu = —Q COS U COS V€] — a Cos U sinves — bsin ues

Xyup = @ Sinusinve; — a sinu cos ves

»
<
S

Il

—acosucosve; — acosu sin veg

Ornek 4.7den A = VEG — F2 = acosu/a2 sin? u + b2 cos? u, olur.

Yiizey birim normali (u):

Xy X Xy = —abcos® ucosve; — abcos® usin vey — a? sin u cos ues
Xy X Xy
ua= -
A
1

= (—bcosucosve; — bcosusinves — asinues)

Va2sin?u + b2 cos? u
Temel biiyiiklikler u vektori ile bulunur.

ab
Va2sin?u + b2 cos2u
M=xu,-u=0

L =xy, -u=

abcos? u

N =X,y -u=
Va2sin?u + b2 cos? u

Tkinci temel bigim:

ab du? 4+ abcos® u 2

II:
\/@2 sin® u + b2 cos? u \/a2 sin® u + b2 cos? u
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4.5 Bir Yiizeyin Egrilikleri ve Normal Kesit

u,v parametre egrilerinin x,,x, teget vektorleri ile u birim normal vektori
parametre aginin diizenli her noktasinda Gauss tigliisii ad1 verilen bir iiglii olugturur
(Sekild.6). x,,x, teget vektorlerinin birbirine dik olma zorunlulugu olmayip, birim
vektor de degillerdir. Yalniz ortogonal parametre aglarinda bu vektorler birbirine
diktir. Gauss ylizey geometrisinde Gauss tgliisii onemlidir.

Bir ytizey noktasindaki egrilik (noktaya sonsuz yakinhiktaki ytizey egriligi) 2. temel
bigim ile tanimlanir. I1/I orani olugturulur ve (3.34) ya da (3.38) géz 6ntine alinirsa,

Il d’xu d*x 1
T_W_@u—k(n-u)—kcosé—kn—]%—n (4.55)

gikar. Burada k, yiizey egrisinin bir noktasindaki egrilik ve §, bu noktadaki n birim
asal normal vektori ile u birim yiizey normal vektorii arasindaki agidir.  (4.55),
Meusnier bagintisi olarak adlandirilir.

(4.55)’e gore ylizeyin sabit bir noktasindan gegen ve oskiilator diizlemleri ¢akigan
tiim yiizey egrilerinin o noktadaki egrilikleri esittir.  Yiizey egrilerinin egrilik
ozelliklerini arastirmak icin ilgili noktadaki teget vektorleri iceren diizlem kesitleri
dikkate almak yeterlidir. Teget vektor ve ylizey normalini igeren diizlemin yiizey
ile arakesitine normal kesit (diisey kesit) ve egriligine normal egrilik (k,) denir. Bir
ylzey egrisi normal kesit ise k egriligi 6 = 0 nedeniyle normal egrilige esittir: k£ = k,,.
Bir yiizeyin normal egriligi, ytlizey lizerindeki noktanin konumuna ve teget vektorin
dogrultusuna baghdir. Yiizey egrisinin ¢zelliklerine bagh degildir. Bu ytizden bir
yiizeyin normal egriliginden belli bir dogrultudaki normal egrilik anlagilir.

Bir yilizeyin herhangi bir kesitinin egrilik ¢cemberi kesit diizlemi i¢inde bulunur. Bir
yiizey noktasinda belli bir dogrultudaki tiim egrilik cemberleri, merkezi normal kesit
diizleminde olan R,, yaricapli, Meusnier kiiresi ad1 verilen bir kiire olugtururlar.

Bir yiizey noktasindaki egik kesit egrilik yaricap r ile gosterilirse k = % vek, =1/R,
nedeniyle (4.55)’den,
r =R, cosd (4.56)

olur.

Genel olarak sabit bir yiizey noktasindaki normal egrilik, dogrultuya baglh olarak
degisir. Normal egriligin en kiiciik ve en biiytlik degerlerini bulmak igin,

i—k _Ldu2+2Mdudv+Ndv2_£ (4.57)
R, " Edu+2Fdudv+Gdv® I ’
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oraninin pay ve paydasim dv/du = 1/A min fonksiyonu bi¢iminde yazarak A\ ya
gore tirevi sifira egitlemek gerekir. Tum dv/du dogrultular igin (4.57) oraninin
sabit kaldig: tekil noktalar? disindaki tiim yiizey noktalarinda normal egriligin en
kiiciik ve en biytik oldugu birbirine dik iki dogrultu vardir. Bu dogrultulara asal
egrilik dogrultular: bunlara karsilik %y, ko egriliklerine asal egrilikler ve ilgili Ry, Rs
yaricaplarina asal egrilik yaricaplar: denir. Her noktasindaki tegetleri asal egrilik
dogrultular (asal kesit dogrultular) ile ¢cakigan egrilere egrilik egrileri adi verilir. Bu
egriler, her yiizeyde gergek, ortogonal bir egri ag1 olugturur (tekil noktalarda egrilik
ag1 yok olur). Parametre egrileri, yalnizca F = M = 0 ise egrilik egrileridir. Kiire
ya da elipsoit yiizeyindeki meridyen ve paralel daireler bu 6zellikte olan egrilerdir.

(4.57)’den & — (0 denklemini saglayan A degerlerinin belirledigi dogrultular icin,

X
EN-2FM+GL LN — M?
2H = K=—— 4.
EG—F? ’ EG—F? (4.58)
olmak tizere,
k> —2Hk, + K =0 (4.59)

denklemi ve buradan,

ko= 5 = H+VH - K (460)
ky = 7 = H-VH*-K '

asal egrilikleri ¢ikar. ko en kiigiikk ve ky en buyiiktiir. Asal egriliklerden elde edilen,

1 1 1 1
H = —(ki+k)==(—=—+— 4.61
3+ ko) = 55+ 2) (461)
11
K = kiky= —— 4.62
the = oo’ (4.62)

H, ortalama egrilik ve K, Gauss egrilik ol¢iitii olarak adlandirilir. Gauss egrilik
varigapi asal egrilik yaricaplarinin geometrik ortalamasidir:
1

Parametre egrileri egrilik egrileriyle ¢akigirsa F' = M = 0 nedeniyle (4.58)dan,

1 /N L LN
i: G E gG (4.64)
Rl — N R2 — Z

2Ornek: Kiire ya da elipsoit yiizeyinde kutuplar tekil noktalardir.
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elde edilir.

Ornek 4.13

Kiire yiizeyi icin asal egrilik dogrultularini belirleyelim.

Kiirede birinci ve ikinci temel form

I:ds?> = R? du® + R?cos® u dv?,

II : R du® + Rcos®u dv? oldugundan, E = R?, G = R?cos’>u, L = R, N = Rcos’u olur.

Buradan,

oldugu goriiliir. Bunun anlami kiire yiizeyinde her noktada ve her dogrultuda egriligin
sabit olmasidir.

Ornek 4.14

Donel elipsoit yiizeyi i¢cin Gauss egrilik 6l¢iitii ve asal egrilik dogrultularini belirleyelim.

Ornek 4.7 ve 4.12’den

E = a?sin®u + b2 cos’ u F =0 G = a’cos’u
I ab M—0 N - abcos? u
VaZsin?u + b2 cos u VaZsin?u + b2 cos2 u

Gauss egrilik ol¢iitii:

oo LN _ b?
 EG  (a?sin®u + b2 cos? u)?
Gauss egrilik yarigapi:
1 a?sin? u + b% cos®u
RG pu— pu—
VK b
Asal egrilik yaricaplar::
R — G av/a2sin® u + b2 cos? u
TN b
E  (a*sin®u 4 b? cos? u)3/?
R2 = — =
L ab
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Parametre se¢iminde u indirgenmis enleme, v boylama kargilik geldiginden, R; meridyene
dik, Ro ise meridyen dogrultusundaki egrilik yaricaplarina kargilik gelmektedir. Donel
elipsoit yiizeyinde egriligin hem w parametresine hem de yone bagli oldugu da dikkat
cekmektedir.

Bir yilizey noktasindan cikan ve bu noktadaki sabit bir teget vektor ile 6 acisi
yapan dogrultular igin (4.57) esitligi bir koni kesitinin denklemini gosterir. Bir
yiizey noktasindaki sabit teget vektor ile asal egrilik dogrultularindan R; egrilik
yarigapina iligkin asal egrilik dogrultusu arasindaki ag1 6 olsun (Sekil 4.7). Bu vektor
dogrultusundaki normal egrilik,

I cos?f sin?6
R, R R,

(4.65)

bagintisiyla belirlenir.  Bu bagintiya Euler denklemi adi verilir.  Asal egrilik
yarigaplar: ve parametre egrilerine gore asal egrilik dogrultularinin dogrultu acilar:
bilinirse Euler denklemi yardimiyla, belli bir dogrultudaki normal kesit egriligi ve
egrilik yaricapr hesaplanabilir. Burada 6 agisi v = sabit ve u = sabit egrileri egrilik
egrileri olmak tizere herhangi bir ylizey egrisinin tegeti ile v = sabit egrisi arasindaki
ag1 olup, kiire ve elipsoit yiizeylerinde meridyenle olan agiya (azimut) karsilik gelir.

Herhangi bir dogrultudaki normal egrilik yaricap1 p; ve ona dik dogrultudaki ps ise

(4.65) bagitisindan,

1 1 1 1

pr p2 R Ry ( )
gikar. Buna gore bir ylizey noktasinda birbirine dik iki normal kesitin egrilikleri

toplami1 sabit olup, o noktadaki asal egrilikler toplamina esittir.

4.6 Jeodezik Egrilik ve Jeodezik Egri

A, B, C yiizey egrisi tizerinde ti¢ nokta ve bu noktalarin B noktasindaki teget (yatay)
diizlem tizerindeki izdugiimleri a, b, ¢ olsun (Sekil 4.8). a, b, ¢ noktalar: teget diizlem
icinde bir egrilik cemberi belirler. Yiizey egrisinin teget diizleme izdiigimii bir
diizlem egri olusturur. Bu diizlem egrinin egriligine ytizey egrisinin jeodezik egriligi
denir. Jeodezik egrilik yaricapt R, ve jeodezik egrilik k, ile gosterilir (k, = 1/R,).
a, b, ¢ noktalar1 bir dogru olusturursa k; = 0 dir. Bu durumun gerceklesmesi icin
egrinin oskiilator diizleminin o noktada yiizeye dik olmasi, bagka bir deyigle egri asal
normali n ve yiizey normali u vektorlerinin ¢akigsmasi gerekir. Her noktasinda bu
ozelligin gegerli oldugu ya da her noktasinda jeodezik egriligi sifir olan egriye jeodezik
egri denir. Buna gore jeodezik egrinin her noktasinda oskiilator diizlemi ayni
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zamanda yiizeyin normal diizlemidir. Bu nedenle jeodezik egrinin asal normalleri
ilgili noktalarda ytizey normalleri ile ¢akigiktir. Asal normal, yiizey normaline zit
yondedir (Grossmann, 1976).

Oskilator diiz.

Teget diiz.

Sekil 4.8: Yiizey egrisi ve teget diizlem tizerindeki izdiigiimii

Jeodezik egri, iki ylizey noktasi arasinda en kisa baglanti egrisi olma 6zelligini tasir.
Diizlemdeki dogrunun ve kiire tizerindeki biiytik daire yayinin yerini tutar.

Jeodezik egrilik, normal egriligin fonksiyonu bi¢iminde hesaplanabilir. Bir yiizey
egrisinin P noktasindaki egrilik yaricap1 r ile bu noktadaki normal egrilik yaricapi
R, arasindaki iligki (4.56)’e gore,

r=R,cosd (Meusnier bagintisi) (4.67)
idi. 0, oskiilator diizlemi ile normal kesit diizlemi arasindaki acidir.

Yiizey egrisinin P noktasindaki diferansiyel pargasinin A ve C kirig uzunlugu s ve
kirig ytiksekligi h ile gosterilirse h — 0 igin,

82

~sh
vazilabilir. Yatay diizlem, normal kesit diizlemine dik ve oskiilator diizlemi ile § —4
agis1 yaptigindan h’nin yatay diizlem tizerindeki izdigimi Ay,

(4.68)

r

hy = hcos(g —J) = hsind (4.69)

olur. Yiizey egrisinin yatay diizlem tizerindeki izdiigtimiiniin egrilik yaricap: R, icin
(4.68)’ya benzer bi¢imde,
s r

R = — =
g 8hy  sind
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yazilabilir (izdiisiim s, = s kabul ediliyor). Bu esitlikte (4.67) gbz ontine alinirsa,

Ry = ——=R,coté (4.70)

cikar.

(4.67) ve (4.70)’den, bir yiizey egrisinin egik kesit egriligi ¥ = 1, normal egriligi
k, = R%) ve jeodezik egiriligi k, = R%, arasinda asagidaki iligkiler,

k, = kcosd
ky = ksiné (4.71)
k* =k + k:g

gikar.

Yiizey egrisinin jeodezik burulmasi 7,, yiizey egrisinin dogrultusuna gore yatay
diizlemin doniikligiini gosteren bir olgiittiir. Oskiilator diizlemi doniikliigiinitin
yay degigimine orani olan burulma 7 (3.30) ve oskiilator diizlemi ile yatay diizlem
arasindaki a1 degigiminin yay uzunlugu degisimine oranimin (dd/ds) toplamima
esittir:

Tg=T+ Is (4.72a)

Jeodezik egriler i¢in 0 = 0 nedeniyle normal egrilik &, ve jeodezik burulma 7,, uzay
egrilerine iligkin egrilik ve burulma ile ¢akisir: &, = k, 7, = 7.

Normal egrilik %, gibi jeodezik burulma 7, de yiizey egrisinin egrilik 6zelliklerine
degil, yalnizca dogrultusuna baglidir. Bu nedenle bir yiizeyde belli bir dogrultudaki
burulmadan soz edilir. Bir jeodezik egrinin her noktasinda asal normal vektor yiizey
normali ile cakistigindan (6 = 0), (4.71) nedeniyle bir jeodezik egrinin 7, jeodezik
burulmasi 7 burulmas ile 6zdes olur; herhangi bir yiizey egrisinin bir noktasindaki
jeodezik burulma bu yiizden egri dogrultusundaki jeodezik egrinin burulmasi ile
cakigir. Birbirini dik kesen iki yiizey egrisinin burulmalar1 esit ve ters isaretli
biiytikliiklerdir. Belli bir teget dogrultusundaki jeodezik burulma ile asal egrilikler
iligki icindedir. Yiizey tizerinde herhangi bir dogrultu ile k; asal egrilik dogrultusu
arasindaki aci 6 ile gosterilirse jeodezik burulma igin,

1.1 1.
7,(0) = §(E - E)sm 20 (4.72b)

gecerli olur. Asal egrilik dogrultularinda (f = 0, 6 = 7) jeodezik burulma 7,(0 =
0) = 70 = ) = 0 dwr. Egrilik egrileri (kiire ya da dénel elipsoit ytizeyinde
meridyenler ve paralel daireler) bu nedenle 7, = 0 6zelligi ile de tanimlanir.
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Herhangi bir yilizey noktasindan belli bir dogrultuda tek bir jeodezik egri geger.
Iki yiizey noktasindan gecen en kisa, siirekli baglant: egrisi daima jeodezik egrinin
bir parcasidir. Iki yiizey noktasi, kiirede oldugu gibi iki ayr1 jeodezik egri ile
baglanabilir. Iki noktay: birlestiren jeodezik egrilerden uzunlugu kiiciik olami iki
nokta arasindaki en kisa yol olarak tek anlamlidir. Donel elipsoitte kutuplardan
sonsuz saylda jeodezik egri gecer.

Kirede biiytik daire (jeodezik egri ile 6zdeg) yayindan farkli olarak dénel elipsoitte
meridyenler diginda jeodezik egri ne bir dizlem, ne de bir kapal egridir. Kiirede
bir noktadan gikan jeodezik egriler (biiyiik daire yaylar1) kargi kutupta kesigirler.
Elipsoitte ise bir noktadan gikan farkli dogrultulardaki (0 < 6 < 27) jeodezik egriler
ikinci bir noktada kesigmez. Ancak bir kutuptan gikan tiim meridyenler (jeodezik
egri) oteki kutupta kesisirler.

4.6.1 Jeodezik egriligin denklemi

Bir ylizey egrisinin bir noktasindaki normal vektér u ile egrinin bu noktadaki
binormal vektorii b arasindaki agr 5 — ¢ dir (Sekil 4.8). Bilindigi gibi bir uzay
egrisinin Frenet ti¢lisii i¢in n L b 6zelligi gegerlidir. Yiizey egrisinin % egriligi ile k&,
jeodezik egriligi arasindaki iligki (4.71)’da verilmigtir:

ky = ksind = kcos(g —9)

cos(5 — 0) = b - u yazlabilir. (3.34)’ye gére x” = kn dir. t = x’, t x n = b oldugu
gbz Ontine alinirsa,
x' x x" =k(t xn) =kb

olur. Bu egitligin u ile i¢ carpimindan jeodezik egriligin genel denklemi,

k, = (x' x x")u = kbu (4.73)
gikar.
(4.20)’den,
dx Oxdu O0xdv
gL OX _OXdu | OXAY i x 4.74
* T s 8uds+8vds Xull + Xy ( )
ve buradan,

X

o O (| () 0 (dudv) | Oxduoxdy
ds  Ou? \ ds ov? \ ds Oudv \ ds? Ou ds? = Ov ds?

ya da
X" = Xt 4 XppV'? + 2%tV + X0 + x,0" (4.75)
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gikar. (4.45)’e gore,

u:%(xuxxv) ., A=+VEG-—F? (4.76)
ile (4.73)’den
/ " 1 / "
ky, = (x'xx )u:Z(x X X")(Xy X Xy)
1
= E(X,Xu)(xﬁxv) — (x"x,)(x'x,) (4.77)

gikar. (4.24) esitlikleri g6z Oniine alinirsa;

x'x, = x2u' + x,x,0 = Eu' + Fv/
x'x, = X XU+ x20 = Fu' + Gv'
v (4.78)

XXy = XyXuull'? + XyXpoV'? 4 2XuXgo'V' + Fu" + Fo"

!/
XXy = XpXuull? + XpXppV'? + 2%, XtV + Fu”" + G

bulunur. (4.24) esitliklerinin u, v parametrelerine gore tiirevleri olugturulursa;

1
XuXuu = §Eu y XuXyy = _E’U

1
XoXpv = _GU y XoXuv = _Gu
2 2 (4.79)
XXy = Py — B,
2
1
XXy = F, — §Gu

elde edilir. Bu esitlikler (4.78)’da yerine konursa (4.77)’den,

1

Ak, = (BEu +Fv) [(Fu -

1
Ev)u’2 + §GUUI2 +GUUIU/+ FU," —i—GU”] o
1 1
(Fu' + Gv') &Euua + (F, — 5Gu)v’2 + Bu'v' + Eu” + FU”:| (4.80)

gikar.

ds yuzey egrisi elemaninin u parametre egrisiyle (v = sabit) yaptigr ag 6 olsun.
(4.35) dan,
Edu+ Fdv VEG — F? dv

cos) = ——— . sinf = NG 7

NG (4.81)
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— du 1 __ dv " __ d°u
i = 45 bulunur ve u” = , v = d ar OIU§turulursa

oVE % B, OJVE 1 0E K,
ou 2/E 2/E ' O0v  2/E 2VE
oldugu goz 6niine alimarak (4.80)’den k, jeodezik egriliginin denklemi 1. dereceden
temel bitytikliklerin ve du/ds ile dv/ds diferansiyel oranlarimin fonksiyonu bi¢iminde,

1 [(F du (F dv]  db
kg——ﬂKEEU—FE 2F> - (EE G)ds}Jr% (4.83)

esitliklerinden u' =

(4.82)

elde edilir.

Ortogonal parametre agi igin F' = 0 nedeniyle (4.83)’de F' = 0 ve F, = au =0
yazilmalidir. (4.83) denkleminin bulunmasinda izlenen yoldan gidilerek ortogonal
parametre ag1 icin jeodezik egrilik denkleminin nasil elde edildigini inceleyelim.
Parametre ag1 ortogonal ise (4.80) esitligi,

1 1
Ak, = Eu (—§EUU'2 + §G7ﬂ/2 + G u'v + Gv”) —
/ 1 12 1 2 !/ "
Gv §Euu — iGuU + B u'v" + Eu (4.84)
ve (4.81),
cosf = E% , sinf = G%
olur. cosf ve sin @ esitliklerinden,
du  cosf dv  sinf
/ /
= — = — = 4.
o vE > T @ o (485)
,  d*u - —stde\/_ COSH \/_Zi ! d{ !
ds e vE (4.86)
s @ cos Gdex/_ Sln9 _ E%u’ — %év’ '
ds? G VG
olur. Burada,
dvVE _ OVE du N OVE dv _ a\/Eu, N a\/EU, (4.87)
ds ou ds Jv ds ou v
ya da (4.82) ile
WE _ E, u' + £y v’ (4.88)

s o/E'  WE
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benzer bicimde
dvG Gy , G, |,
= u + v
ds 2V @G 2V @G

dir. Buna gore,

"

]' ( Gde / Eu 12 E'U / /)
=— | -—VG—v — u — ——=u'v
VE ds WE 2VE
1 do G G
= — (VE—u — —=0?* - —¢ u'v')
VG < s 2V/G 2VG
olur. Ortogonal parametre ag1 i¢cin A = v EG oldugu goéz ontine aharak (4.85) ve
(4.89) yardimiyla (4.84)'den (4.83) esitliginin 6zel bigimi (F' = F,, = 0),

(4.89)

"

1 du dv do
E
_ G sinf — ———= cosf + @ (4.90a)

2GVE 2FVG ds

ya da (4.82) ile,
sind OVG  cosb OVE  dO

ky = - —
Y VGE Ou VEG Ov +ds

(4.90b)

elde edilir.

Parametre egrileri ortogonal (F = 0) ise (4.90)’den 6 = 0 i¢in u egrisinin (v = sabit)
jeodezik egriligi, % = 0 oldugundan,

E, 1 OVE
k,, == =— VE (4.91)
2FVG VEG 0Ov
ve v egrisinin (u = sabit) egriligi, 0 = 7, % = 0 nedeniyle,
G, 1 ovG
kg, = - VG (4.92)
2GVE VEG Ou
cikar.
(4.90) denklemi (4.91) ve (4.92) ile,
. do
ky = kg, sinf + kg, cos 6 + T (4.93)

seklinde de diizenlenebilir.
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Ornek 4.15
Kiire yiizeyi i¢in parametre egrilerinin jeodezik egriligini bulalim.
Kiirede birinci temel bicim ds? = R2du? + R%cos? v dv? oldugundan,

E=R?> F=0, G=R?cos®u olur.
OVE 0

o %(R) =0

naG :
. %(Rcosu) = —Rsinu
kg, =0

1
kg, = —Etanu #0

Buradan v = sabit egrisinin (Meridyenler) jeodezik egri oldugu, u = sabit egrisinin
(Paraleller) ise jeodezik egri olmadig: anlagilmaktadir.

Ornek 4.16
Doénel elipsoit yiizeyi i¢in ayni irdelemeyi yapalim.

Ornek 4.7°de E = a®sin®u +b?cos?u F =0 G = a?cos® u bulunmustu.

WE 0

=~ (Va2sin?u + b2 cos?u) = 0

ov ov
WG :
. %(acosu) = —asinu
kg, =0
1
kg, = tanu # 0

Va2sin?u + b2 cos? u

Buradan da v = sabit egrisinin jeodezik egri oldugu, v = sabit egrisinin ise jeodezik egri
olmadig1 anlagilmaktadir.
4.6.2 Jeodezik egrinin denklemi

Jeodezik egrinin jeodezik egriligi k, = 0 oldugundan (4.83)’den,

df 1 F du F dv
(o) (Tra)®] o



Jeodezik Egrilik ve Jeodezik Egri 95

gikar.  Jeodezik egrinin ds yay elemaninin u parametre egrisi (v = sabit) ile
yaptiglt 6 acisinin df diferansiyelinin ds yay elemanina oranini, 1. dereceden
temel biiyiikliikklerin ve u, v Gauss parametrelerinin yay elemanina gore tiirevlerinin
fonksiyonu bigiminde veren (4.94) esitligi yardimiyla bir yiizey tizerindeki jeodezik
egriler tanimlanir.

Ortogonal parametre aglarinda jeodezik egri denklemi k, = 0 ile (4.90) den,

do 1 du dv

ya da

ds  VEG

o _ 1 (cos&a\/E si 8\/5) (4.95Db)

elde edilir.

Bir yiizeyin Gauss parametreleriyle gosteriminin ¢zel bir bi¢imi Euler goésterimidir.
Yiizeydeki noktalar igin,

u=x , v=y
2 = a(uv) = 2(e,y) (490)

koordinatlar: kabul edilerek (4.11) ile verilen yiizey denklemine kargilik
X(z,y) = ve1 + yes + z(x,y)es (4.97)

Euler gosterimi elde edilir. Yizeyin B(z,y) bolgesinde z(x,y) fonksiyonu ve siirekli
tirevleri olan bir fonksiyon ise x = sabit ve y = sabit parametre egrileri ytizey
izerinde diizenli bir parametre ag1 olusturur.

Bir ytizeyin Euler gosteriminde jeodezik egrinin diferansiyel denklemleri daha
yalindir.

/ 2 e v . . U e e . U .
x" = & — &X yektorii asal normal dogrultusundadir. Bir yiizey egrisi jeodezik egri
ds ds

ise egrinin bir noktasindaki asal normal dogrultusu bu noktadaki u yiizey normali
dogrultusu ile cakigik oldugundan x” vektorii u vektortiniin dik oldugu parametre
egrilerinin teget vektorlerine diktir. Bu yiizden,

x"x, = 0
x"x, = 0
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yazilabilir. (4.78) esitliklerinden son ikis;

ey 2 _ 9%
Xy = €1 axeS y  Xuu = 92 €3
0z 02z 0%z
X'U:e2+87ye3 ) XU’U:W 3 uv:m 3 (498&)
92\ 2 0z 0z 92\ 2
E_XUXU_1+<6x) >F—Xuxv_8xayaG—X1}X1}—1+<ay>)
dz_@zdx+8zdy )
ds Oxds Oyds
2 2 2 2 2 2 2 2
Tz Oz (de)" o 0%z dvdy | 07z (dy)*, Ozdw  Ozdy | e
ds?>  0x% \/ds Oxdy ds ds ~ OJy? \ ds Ox ds? Oy ds?
u/:d_x U,:@ u”:d2_x U”:@ p:% q:%
ds '’ ds ’ ds? '’ ds? ' ox '’ oy |
oldugu goz oniine alinarak diizenlenirse jeodezik egri igin,
d*x N Pz 0
dS2 p d82 N (4 99)
d*y N Pz 0 '
dsz " sz T

diferansiyel denklemleri elde edilir.

4.7 Ahstirmalar

Alstirma 4.1 f(x,y,2) = 22 + 3y* — 5sin z ile tamimh yiizeyin (1,1, 7/2) noktasindaki
gradyent vektorii ve teget diizlemin denklemini belirleyiniz.

Coziim:
Vf = (2,6y, —5cos 2)
Vi, = (2,6,0)

Teget diizlem denklemi:
20 —-1)4+6(y—1)=0—2+3y—4=0

Ahstirma 4.2 2% + % + % — 3 = 0 kapal esitligiyle verilen bir yiizeyin P(1,2,3)
noktasindaki

e mnormal vektorinii,
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e teget diizlemin denklemini ve

o normalin denklemini

bulunuz.

Coziim:

Vf = (2z, %y, %z)

‘7ﬂ]::(2717%)

Teget diizlem denklemi:

200 —1)+(y—2)+2(2—3)=06z+3y+22—18=0

Normal dogru denklemi:
Tt=y-2=35(z-3)

Alstirma 4.3 x(u,v) = uej + 2v%ey + (u? + v)es ile verilen yiizeyin,

o diizenli olup olmadigini irdeleyiniz,

e yiizey normalini tanimlayiniz.

Coziim: Yizey parametrelerine (u,v) gore tiirev,

0x
X, = — = e + 2ues
ou
X _ Jvey +
X, = — = 4ve
v v vez + €3
buradan Jakobi matrisi olusturulursa,
1 0
J=10 4v = Rank(J) =2
2u 1

oldugundan yiizey her noktasinda diizenlidir.

Yiizey normali, x, ve x, teget vektorleri yardimiyla tanimlanabilir:

e ey e3
Vi=det| 1 0 2u| = —8uve; — ey + 4ves
0 4v 1

Alhigtirma 4.4 X = acosucosv e1 + acosusinv eg + bsinu eg ile tanmimli donel elipsoit
yiizeyi i¢in ytizey birim normalini bulunuz.
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Coziim:
X, = —asinucosv e; —asinusinv eg + bcosu es
Xy = —aCOsuSinv €1 + acosucosv ez
€1 €2 €3
X, X X, = det | —asinucosv —asinusinv bcosu
—@CcoSuSINvU  @COoSuUCOSvV 0
_ 2 2 . 2 .
= —abcos“ ucosv e; —abcos”“ usinv eg — a”sinucosu es
| x4 X X4|| = acos uV a2 sin? u + b2 cos? u
Xy X Xy
u=—-
[0 X x|
-1

= (bcosucosv e1 +bcosusinv es + asinu 63)
Va2sin?u + b2 cos?u

Aligtirma 4.5 Asagidaki vektor fonksiyon ile tanimlanan ti¢ eksenli elipsoit yiizeyi i¢in
birinci temel bigimi olusturunuz.
x(u,v) = (acosucosv,bcosusinv, csinu)

Coziim:
Oox ) oy ) ) 0z
— = —asinucosv —~ = —bsinusinv = ccosu
ou ou ou
ox ) dy 0z
— = —acosusinv — = bcosucosv =0
ov v Ov

£ _ dx 2+ Jy 2+ 0z 2—s'n2 (a® cos? v + b2 sin2v) + ¢ cos?
=3, 5 5, | =sin ula v in“v) +c u
_0z0z  OyOy 020z = sinusin v cos u cos v(a® — b?)

_%8v+%8v Ou Ov
ox\?  (oy\? (02" 2 2 .9 2 .2
G = (31}) + (81}) + <8v> = cos” u(a”sin” v + b cos” v)

F # 0 oldugundan bu yiizeyde segilen u,v parametreleri ortogonal degildir.

F
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Aligtirma 4.6 Agagidaki vektor fonksiyon ile tanimlanan paraboloit yiizeyi i¢in birinci
temel bigimi olugturunuz. Parametre egrileri ile ile sinirli bir bélgenin alanini bulunuz.
x(u,v) = (ucosv,usinv, u?)

Coziim:

Oz 9y . 82_2
Ga = 00U 5, = S 5 = 2
@__ ) Oy 8,2_0
Gy, = —usinv 5, = UCosv 3y

o\ ay\? 92\ 2 9
E—<au> +<8u> +<au> —4u +1
_Ox0x Oydy 0z0z
P = %400 T oudv T Budw "

oz \? ay\ > 97\ > 9
“(m) *(m) *(m) =X

ds® = (4u? + 1) du® + u* dv?

Paraboloit igin A = VEG — F? = uv/4u? + 1 oldugundan,

u2
v
ul

v2

v pu2 4u2 + 1)3/2
A:/ / ux/4u2+1dudv:M
v Ju

12

v1
bulunur. Burada u parametresi dogrusal, v parametresi acisal biiyiikliiktiir. Ornegin

up =0, ug =1, v1 =0, vo = 27 alimrsa A = 5.33br olur.

Aligtirma 4.7 x = aucosv e1 + ausinv ez + u eg ile tanimh koni yiizeyi i¢in birinci
temel bi¢imi olusturunuz. Parametre egrileri ile sinirh yiizey alanini bulunuz.

Ox oy i 0z
%:acosv %:asmv %:1
Ox i oy 0z
%:—ausmv %:aucosv %:O
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o\ oy \? 92\ 2 9

p=(5) +(an) +(5) =1+
_ Ox0x  Oyody 020z

_8u80+8u8v+8u6v_0

o\ oy > 02\ > 9 9
G—(&) *(&J *(&) s

ds* = (1 + a?) du® + a*u? dv?

Koni i¢in A = VEG — F? = ay/1 + a2u oldugundan,
2

vy pU2
A:/ / a\/1+a2ududv:a\/1+a2%
v Jur

u2
v
ul

v2

v1

bulunur. Ornegin a = 1, u1 = 0, us = 1, v; = 0, vo = 27 alnirsa A = 4.44br olur.
Burada u, koni yiiksekligine au ise koni taban yaricapima karsihik gelmektedir. Ornekte
yiiksekligi ve taban yaricap: 1 birim olan koni dis yiizey alani bulunmustur.

Aligtirma 4.8 Kiire yiizeyinde P; P> noktalar1 arasindaki biiyiik daire yayi uzunlugunu
bulunuz.

Coziim:

f(o,A) = (rcospcos\,rcospsin A\, rsiny) kiire yiizeyini tamimlayan vektor fonksiyon
olmak iizere P; ve P, noktalarini gosteren vektorleri yazip skaler carpimdan aralarindaki
aciy1 bulabiliriz. P P, yayini kiire merkezinden goren ac1 belirlendikten sonra yay uzunlugu
da bulunabilir.
f1 = (r cos 1 cos A\, 7 cos @y sin A1, 7 sin 1)
fo = (7 cos w2 cos Ag, 7 cos g Sin Ag, 7 sin @)
f1 -5
[1£2 1[I
[fafl =7
o] =7

£, - f, = 12 cos (01 COS (P2 COS A1 COS Ag + r? cos (1 COS (P2 sin A1 sin Ao + r? sin (p1 sin @9

cosf =

= r? (cos 1 €os pa(cos A1 cos Ag + sin Aj sin Ag) + sin ¢ sin p9)
cos(A1 — A2) = cos A1 cos Ay + sin A1 sin Ay ve cos @ = cos —a oldugundan,
cos 0 = sin ¢ sin g + €os p1 cos 3 cos(Ay — A1)

elde edilir.

Aligtirma 4.9 Kiire yiizeyinde P; P> noktalarindan gegen loksodromun \ = sabit egrisi
ile yaptig1 aciy1 bulunuz.
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Coziim:

Loksodrom, A = sabit egrilerini (meridyenler) sabit ag1 altinda keser. (4.40) esitliginde
tan = sabit alarak (u — ¢ v—=> X 06— a),

VE=r

VG =rcosp
dA
tan o = cos p—
dip
d\ =tan dy
CcoS

diferansiyel esitligi elde edilir. Iki tarafin integrali alinirsa,

A2 Y2 1
/ d\ = tana/ dy
A o1 COSQ

A2
T P
= tano Intan (—4 + —2)

2

A

%)
A1 ®

Ao — A = tana(lntan (g + %) — Intan (% + ?))

1

A2 — A1

In tan <Z + ‘p22> — Intan <Z + “‘g)

elde edilir. (4.40) esitliklerinden loksodromun uzunlugu da bulunabilir (cos a = sabit).

tana =

vV Edp dy
cos o = =p—
ds ds
r
ds = dp
CoS &
52 r Y2
/ ds = / dp
s cosa J,
B ” P2
sl = ©®
s Cosa’ |
r
S12 = (02 — 1)

COS «x
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Bolim 5

BIR YUZEYIN BIiR BASKA YUZEYE izDUSUMU

Bu boltimde bir yiizeyin bir baska ylizeye izdisiimii diferansiyel geometri bakig
acisiyla ele alinacaktir. Yiizeylerin izdiigiimii kuramsal olarak incelenip harita
projeksiyonlar1 ornekleriyle somutlagtirilacaktir.

Bir S yiizeyinin bir bagka S yiizeyine izdiigiimii, S’deki bir P noktasmm S’deki
P noktasima tasiyan bir doniigiimdiir. Izdiigiim, P ve P noktalarn karsilikh
eglegiyor ise tek anlamlidir (Hoschek, 1984). Bazi izdigiimler bir igik kaynagima
gore tamimli 1ginlar ile gergeklegtirilir. Perspektif izdiigiim yada projeksiyon olarak
adlandirilan bu projeksiyonlarda bir izdiigiim merkezi s6z konusudur. Izdiisiim
merkezi sonsuzda da olabilir. Ancak harita projeksiyonlarinin ¢ogunlugu perspektif
izdiigiim 6zelliginde degildir.

S ve S yiizeylerinin parametrik gosterimi x(u,v) ve X(u, v) vektorleri ile verilmis ise
izdiigtim stirekli diferansiyellenebilir iki fonksiyon ile tanimhdair.

(5.1)

[zdiisiim tek anlamli ise fonksiyonel determinat ya da Jakobi determinanti sifirdan
farkhidir.
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guov. _dudv (5.2)

oa oa
detJ = det (gg % ) = Oudv  Ovou

du  Ov

Bu boliimde (5.2) esitsizligini saglayan dolayisi ile tek anlamh olan izdiigimler ele
almacaktir. Bu varsayim altinda u, v parametreleri S icin de kullanilip, iki yiizeydeki
eslenik noktalarin (P, P) aym parametre sisteminde olmasi saglanabilir. S yiizeyi
diizlem ise S, S’in haritas1 olarak da adlandirilir.

Ornek 5.1

Kiirenin diizleme izdiigiimii olarak Stereografik projeksiyonu ele alalim. Bu durumda
yiizeylerin parametrik gosterimleri,

x(u,v) = Rcosucosve; + Rcosusinves + Rsinues

X(u,v) = ucosve; + usinvey

seklindedir. Burada @, o diizlem kutupsal koordinatlardir. Izdiisiim fonksiyonlar::

T U
u=2Rtan (— — —
(173 (5.3)
V="
Kismi tiirevler:
@ _ —R @ -1
ou  cos? (% — %) o
ou ov
— =0 — =0
ov ou

Buna gore (5.2) esitsizligi saglanir, izdistim tek anlamhdir.

X

el

<l

<I
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Ornek 5.2

Kiirenin diizleme izdiigiimii olarak bu kez Sinusoidal projeksiyonu ele alalim. Yiizeylerin
parametrik gosterimleri,

x(u,v) = Rcosucosve; + Rcosusinves + Rsinues
x(u,v) = uey + vey
Burada @, 7 diizlem dik koordinatlardir. Izdiigiim fonksiyonlar::

U = Rvcosu

5.4
v = Ru (5:4)
Kismi tiirevler: e o

a—z = —Rvsinu a—z =0

ou ov

= Rcosu 0= R

(5.2) esitsizligi,

detJ = R?cosu # 0
u = +§ diginda saglanir. Bu durum singiiler noktalar olan kutuplarda olugur. Bu noktalar
disinda kiire yiizeyinde esitsizlik saglanir. Izdiigiim tek anlamlidir.

5.1 Uzunluk ve Alan Deformasyonu

S yiizeyindeki bir C' egrisinin S yiizeyindeki karsihgr C' egrisi olsun. Genel olarak
egrinin uzunlugu izdiigim nedeniyle degisir. C' egrisi izdiisiim nedeniyle deforme
olur. C' egrisinin {izerindeki sonsuz kiiciik uzunluk ds’in C egrisindeki karsihig:
olan ds uzunluguna oram bir noktada C' (ya da C) dogrultusundaki olcek ya
da uzunluk degigimini ifade eder, diferansiyel 6l¢ek ya da uzunluk deformasyonu
olarak adlandirilir. Birinci temel form sonsuz kiigiik uzunluk elemanlar: i¢in yazilip

oranlanarak uzunluk deformasyonunun karesi elde edilir.

ds? = Bdu® + 2F dudv + Gdv?
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

o d5  Edu® + 2Fdudv + Gdv®
ds?  Edu? + 2Fdudv + Gdv?

(5.5) esitliginden parametre egrileri boyunca uzunluk deformasyonu bulunabilir. «
egrisi (v =sabit,dv = 0) boyunca uzunluk deformasyonu,

m

(5.5)

E
2= 5.6
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v egrisi boyunca (u =sabit,du = 0),

G
2 _
my = 5 (5.7)

olarak bulunur. Bir izdiigiim hi¢ bir deformasyona yol agmaz ise uzunluk koruyan
izdiigtiim olarak adlandiriir. Bu durumda ds = ds nedeniyle agagidaki egitlikler
gecerlidir.

E=E, F=F, G=0a (5.8)

Izdiisiimde olusan deformasyonlarin 6zel bir hali, deformasyonun ds’in yéniinden
bagimsiz olmasidir. Bu durumda bir nokta etrafindaki uzunluk deformasyonu,
noktanin konumuna baglh olup nokta etrafinda her yonde aymdir. (5.5) esitliginden,

E=p*(u,0)E, F=puvF, G=puo)d (5.9)

yazilabilir. Bu tur izdistimler (ya da projeksiyonlar) konform ya da a¢i koruyan
olarak adlandilir. Ancak a¢1 koruma diferansiyel anlamdadir. Sonsuz kiigiik kenarlar
arasindaki acilar S ve S yiizeylerinde ayndir.

Ozel durumlar disinda uzunluk deformasyonu hem yéne hem de konuma baghdir.
Genel anlamda izdiigimlerin 6zelliklerini incelemek icin uzunluk deformasyonunun
en biiyiik ve en kiiciik degerlerinin belirlenmesi gereklidir.

Uzunluk deformasyonu egitligi (5.5), normal egrilik egitligine benzer.  (4.57)
esitliginde L = E,M = F,N = G almsa, (5.5) elde edilir. Bu nedenle uzunluk
deformasyonunun degisimi incelenirken asal egriliklerin incelenmesine benzer bir yol
izlenir (Hoschek, 1984).

Bir S yiizeyinin bir bagka S yiizeyine izdiisiimiinde her yiizey noktasinda ana
deformasyon dogrultulari vardir. Bu dogrultular birbirine dik olup, ana deformasyon
egrileri ag1 olugtururlar. Ana deformasyon egrileri S ylizeyinin parametre egrileri
ile cakigitk alimir ve S yiizeyinin parametreleri ortogonal secilir ise F©' = 0
olur. Izdiigiimde yerel olarak ana deformasyon yonleri korunur ise, parametre
egrilerinin S’deki izdiisiimleri de ortogonaldir. Dolayisi ise F' = 0 olur. my,mo
ana deformasyonlar1 gostermek tizere (4.58) egitligine benzer olarak asagidaki
biytikliikler tiiretilebilir.

1 1 EG — F?

mim2  EG — F?

1 1 EG-2FF+GE
w2 T T EG—

k% =
(5.10)
o2h? =
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k deformasyon 6lciitii, h ise S’in S’e izdiisiimiiniin ortalama deformasyonu olarak
adlandirilir. Uzunluk korunmasi durumunda m; = msy = 1, dolayisi ile h = k = 1;
konform olma durumunda m; = ms, k = h? olur!.

Deformasyon olgiitii k& geometrik bir anlama sahiptir. (4.44) esitligine gore k, S
ve S yizeylerindeki diferansiyel alan elemanlarinin oranidir. Alan elemanlarinin

deformasyonunu karakterize eder. Bu nedenle S’in S’e izdiisiimiiniin alan
deformasyonu,
1

bagintisi ile ifade edilir.

k, h biliniyorken ana deformasyonlar,
1
—— =h?>+ Vht - k2 (5.12)
m%z

esitliginden bulunabilir.

5.2 Tissot Endikatrisi

Bir nokta etrafinda olusan deformasyonlari incelemek i¢in bir basitlestirme yapilarak
parametre egrilerinin ana deformasyon egrileri oldugu, parametre sisteminin de
ortogonal secildigi (F = F = 0) varsayilabilir. Bu durumda (5.10) bagmtisindan
ana deformasyon yonleri agagidaki gibi elde edilir.

(5.13)

2 _ 2 _
my = —, My =

| &
Ql

Bir P noktasi etrafinda herhangi bir yondeki deformasyon Euler denklemine [bkz.
(4.65)] benzetilerek yazilirsa Tissot bagmtisi elde edilir (Hoschek, 1984).

d_82 B i y i Edu? n L Gdv?
ds>2  m2?2  m?\ Edu? + Gdv? m3 \ Edu? + Gdv?
cos2f sin?f

_l’_

2 2
my ma

(5.14)

(5.14) esitligi ile S yiizeyinde yaricaplari my, my olan bir elips tammlanmaktadir.
S ylzeyindeki P noktasinin teget diizleminde merkezi P noktasinda yarigapi

!Genellikle harita projeksiyonlar1 dokiimanlarmmda meridyen ve paraleller dogrultusundaki
uzunluk deformasyonlari h, k ile gosterilir. Buradaki h, k biiyiikliiklerinin bunlarla iligkisi yoktur.
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1 birim olan bir daire olusturulursa, (5.14) esitligi bu dairenin S yiizeyindeki
izdiigimint ifade etmektedir. Burada séz konusu olan elips, Tissot Endikatrisi ya
da deformasyon elipsi olarak adlandirihir (Sekil 5.1). Uzunluk koruyan izdiigtimlerde
S yiizeyinde esdeger bir daire olusur ya da daire izdiisiimde degisiklige ugramaz
(m = 1). Konform izdugiimlerde ise yarigap1 m kadar olan bir daire olugur.

Sekil 5.1: Tissot Endikatrisi

[zdiigiim aliman yiizeyin parametre egrilerinin izdiisimde ortogonal olmamasi
durumunda ana deformasyon yonleri bu dogrultularda degildir, temel biiyiikliik
F # 0 olur. Bu tiir izdiisiimlerde endikatrisin yoniiniin belirlenmesi gerekir. Sekil
5.2 ve Bildirici (2018)’den agagidaki biiytiklikler yazlabilir (mq > my).

tan 8, = <2

(5.15)

sinv’ =

v’ acisinin isareti, temel bityiiklilk F’in isareti ile ayn1 alinir. S yiizeyinin parametre
egrilerinin S yiizeyindeki izdiigiimlerinin arasindaki aci ise,

cos () = (5.16)

eyt
Q)

bagintisi ile bulunur.F' = 0 olmas: halinde ac1 90° olur.
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\ PY

Sekil 5.2: u=sabit, v=sabit egrilerinin izdiigiimiiniin ortogonal olmamasi durumunda
Tissot endikatrisi

5.3 Ac1 Deformasyonu

Tissot Endikatrisi yardimiyla bir izdigiimin neden oldugu ag deformasyonu
aragtirthr. S ylizeyinde birinci ana deformasyon dogrultusundan baglayan 6 acis
ve bunun orijinal yiizdeki kargiligi olan 6 acis1 i¢in,

A G dv
tanf =/ =—
E du

G dv

tanf = 4/ ——
o FE du

egitlikleri gegerlidir. Buradan dv/du elimine edilir.

G E _ _
tanf = gitane = %tan&

Acidaki degisim 0 — @ farki ile incelenir, en biiyiik degeri ac1 deformasyonu olarak

tanimlanir. Y, ~
sin(f —¢) 1 —tanfcotd

sin(@ +6) 1+tanfcotf
sin(f — ) = L

L sin(0 + 0)
mi + mo

my,my ana deformasyon buytklikleri bir noktada sabit oldugundan w = 6 — 0
farkinin en biiytik degeri sin(6 + ) = 1 olmas1 durumunda olusur.

. my —ms
sinw = +———~
mi +m2
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Her iki igsaret de dikkate alindiginda ag1 deformasyonu w = 2w olur (Hoschek, 1984).

my —Mmy

(5.17)

w = 2w = 2 arcsin
ma —+ mo

Konform izdiigiimlerde m; = ms oldugundan w = 0 olur.

Ornek 5.3

Ornek 5.1'de ele almmus olan streografik projeksiyonda deformasyonlar: inceleyelim.
Kiirede temel biiytikliikler:

E=R?F=0,G=R?cos’u

S yiizeyinin parametrik denklemleri (5.3) esitliginden yararlanilarak u,v parametre
sistemine gore diizenlenirse,

T = 2R tan (E — g) COS v

y = 2R tan (% — %) sinwv

z=0
elde edilir. Kismi Tirevler:
0T —-R o8
et v
o " oo (5 9)
oz
a—i = —2Rtan (% — —) sinv
@ _ _7]% &in v
o oo (5 9)
o
(% = —2Rtan (I — —) COS v

S icin temel bityiikliikler:

_\ 2 N\ 2 2
pa (B (B
ou ou cost (T — %)

_ dror 0yoy
F=50a0 T auae =

G- (2 2+ 9y 2—4R?tan2(z—3)
-~ \ov o) 4 2

(5.13)’den
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Yarim a1 bagintilarimdan?,

. ™ . s u s u
cosu=sin|—-—u)=2sin{———=)cos|———=

Buradan,

oldugu goriiliir. m; = mg oldugundan Streografik projeksiyonun konform (ag1 koruyan)
oldugu goriilmektedir. u = 5 oldugunda uzunluk deformasyonu 1 degerini alarak en kii¢iik
degerine ulagir. Bunun nedeni Kuzey kutbundan teget bir diizleme izdiistim yapilmasi, bu
noktada kiire ile diizlemin cakigik olmasidir.

Ornek 5.4
Ornek 5.2’de ele almmis olan Sinusoidal projeksiyonu deformasyonlar acisindan
inceleyelim. S yiizeyinin parametrik gosterimi®:

X = Rvcosu e; + Ru es
Xy = —Rvusinu e; + R ey
Xy, = Rcosu e;

Temel biiyiikliikler:

E=R?

F=0

G = R%cos’u

E =%, X, =R?(1 + v*sin® u)
F =%, %, = — Rusinucosu
G=%, X, =R?cos’u

F # 0 oldugundan u =sabit ve v =sabit egrilerinin izdiigiimleri ortogonal degildir. (5.10)
esitliklerinden
k* =1 2h°=2+v*sin’u

bulunur. Buradan k£ = 1 nedeniyle izdiigiimiin alan koruma 6zelligi oldugu goriilmektedir.

(5.12) egitliklerinden ana deformasyonlar bulunabilir.  u=sabit ve wv=sabit egrileri
yoniindeki deformasyonlar:

=1+ v2sin?u

my, =

=1

2gin o = 2sin % cos %

3Trigonometrik fonksiyon argiimani olmayan acilar radyan biriminde alimmalidir!
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Buradan projeksiyonun u=sabit egrisi (paralel daireler) yoniinde uzunluk koruma 6zelligi
oldugu goriilmektedir.

Sayisal Uygulama:

u = 40°, v = 60° noktas1 i¢in yukaridaki biiyiikliikleri R = 1 alarak hesaplayalim.

X = 0.802200 e; + 0.698132 eq
X, = —0.673126 e + e
X, = 0.766044 e;
Temel biiytiklikler:

E=1 E = 1.453098
F=0 F = —0.515644
G = 0.586824 G = 0.586824

(5.10) esitliklerinden
k>=1 2h%=2453098 h?=1.226549

my1 = 1.391681 mg = 0.718555

(5.17)’den ag1 deformasyonu:
w = 37.202638°

Bu noktada parametre egrileri arasindaki ag1 (5.16)’dan bulunabilir.
Q = 123.945507°
v=sabit boyunca deformasyon ise (5.6) esitliginden bulunur.
m, = 1.205445
u=sabit egrisi boyunca uzunluk korundugundan m, = 1 oldugu daha énce bulunmustu.

Stereografik ve Sinusoidal projeksiyon konusunda daha fazla bilgi i¢in Bildirici
(2018)’den yararlamlabilir.

5.4 Ahstirmalar

Alistirma 5.1 Kiireden diizleme tanimlanan agagidaki izdiigiimiin tek anlamli olup
olmadigim irdeleyiniz. Deformasyon 6zelliklerini aragtiriniz.

X(u,v) = ucosve; + usinvey
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Coziim:
ou T U ov
v _ o2y 2
ou Ft cos (4 2) ov
ou ov
— =0 — =0
v ou
T U
detJ = 2R - — = 0
e cos (4 2) #*
Izdiisiim tammlhidir. S yiizeyinin parametrik gosterimi:
T U
i —oRsin (T _ Y
x Rsin (4 2) cos v
Yy = 2R sin (Z — %) sinwv
z=0
Kismi tiirevler: 9%
x T U
Y —Rcos (Z — 5) cos v
P
E; = —2Rsin (% — g) sinv
0y T Uy
vl —R cos (Z — 5) sin v
oy T U
— 2Rsin (= — —
90 Rsm(4 2)cosv
Temel biiytiklikler:
- oz \ > 07\ > 9 oM U
E = o R — = _ = —
<8u> +<8u> R cos (7 -3)
_ 9z 0% 0yoy
F=——+ ==
Ou Ov + Ou Ov

G= % 2+ %y : —4R25'n2(z—g)
v ov B VI

F = 0 oldugundan ana deformasyon yonleri parametre egrileri dogrultusundadir.

_\/E _ (E_E)
My, = z —cos4 5
mv:\/a :25111(%—%): 1
G Ccos U cos(%—%)

mymy, = 1 oldugundan izdiisiimiin alan koruma o6zelligi vardir.

Not: cosu = sin (g — u) = 2sin (% — %) coS (% — %)

Aligtirma 5.2 X = Rv e; + Ru ey ile verilen izdigiimiin deformasyon o6zelliklerini
aragtiriniz.
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Coziim:
detJ # 0 oldugundan izdigiim tanimhdir.

E =G = R>olur. my = 1, my = Colsu oldugundan, konform olma ya da alan

koruma 6zelligi yoktur. v=sabit egrisi dogrultusunda uzunluk korunur (Meridyen uzunlugu

koruyan silindirik projeksiyon).



Bolum 6

TENSORLER

Tensorler, vektorler, skaler buytiklikler ve diger tensorler arasindaki dogrusal
iligkileri tanimlayan geometrik nesnelerdir. Bu tiir iligkilerin temel 6rnekleri arasinda
skaler carpim, vektorel ¢carpim ve dogrusal doniigiimler yer almaktadir. Miihendislik
uygulamalar1 ve fizikte kullanilan geometrik vektorlerin ve skalerlerin kendileri de
tensordiir. Daha gelismis bir 6rnek v dogrultusunu girdi olarak alan ve bu vektore
dik yiizeyde T gerilmesini iireten, bu sekilde iki vektor arasmdaki iligkiyi ifade
eden Cauchy gerilme tensorit T dir (Sekil 6.1). Tensoriin ti¢ boyutlu Kartezyen
koordinat sisteminde bilegenleri,

011 012 013
O':[TelTezTeB]: 0921 0922 0923

031 032 033

matrisini olusturur.  Matrisin kolonlar1 kiiptin yizlerine etki eden eq,es, es
gerilmeleridir (Wikipedia, 2017).

Verilen bir baz sisteminde (koordinat sisteminde) bir tensor sayisal degerlerin ¢ok
boyutlu duzenlenmis bir dizisi olarak gosterilebilir. Bir tensortin derecesi (ya da
ranki) onu temsil etmek igin gerekli dizinin boyutudur.Ya da bagka bir ifade ile,
dizinin bir bilesenini gostermek icin gerekli indislerin sayisidir. Ornegin bir dogrusal
dontigiim bir matris ile (iki boyutlu bir dizi) temsil edilir. Bu nedenle ikinci derece
bir tensordiir. Bir boyutlu bir dizi ile temsil edilen bir vektor bir birinci derece
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tensordiir. Skaler biiytikliikler tek bagina sayilardir ve bu nedenle sifirinci derece
tensorlerdir (Wikipedia, 2017).

Tensorler, vektorler arasindaki iligkileri ifade ettiklerinden belli bir baz sistemi
se¢ciminden bagimsiz olmak zorundadir. Bir tensoriin baz sistemi bagimsizligi,
bir baz sisteminde hesaplanan diziyi bir bagka baz sisteminde hesaplanan ile
iligkilendiren kovaryant ve/veya kontravaryant doniigiim kurali bigimini alir.
Dontigiim kuralinin kesin bigimi tensortin tiirtinii belirler. Tensor turii bir ¢ift
dogal say1 (n,m) ile ifade edilir. n kontravaryant indislerin sayisi, m ise kovaryant
indislerin sayisidir. Tensoriin toplam derecesi bu iki sayinin toplamidir (Wikipedia,
2017).

Tensorler, gerilme, elastisite, akigkanlar mekanigi ve genel gorelilik gibi alanlarda
fizik problemlerinin tanimlanmasi ve ¢oziimiinde esashi bir matematiksel cerceve
olugturduklarindan fizikte 6nemlidir. Uygulamalarda, bir objenin her bir noktasinda
farkli bir tensor ortaya cikacak durumlarin incelenmesi yaygindir. Ornegin bir objede
gerilme noktadan noktaya degigebilir. Bu durum tensér alani kavramini ortaya
c¢ikarir. Bazi hallerde tensor alanlar: tensorler olarak da adlandirilabilir.

6.1 Metrik Tensor

Verilen bir kiimede komsu noktalar arasinda uzakligi tanimlayan pozitif taniml bir
g(z,y) fonksiyonu metrik olarak adlandirilir. Bir metrik tiggen esitsizligini,

9(x,y) +9(y, 2) = g(x, 2) (6.1)

Sekil 6.1: Cauchy gerilim tensorii
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saglar ve simetriktir.
9(z,y) = gy, z) (6.2)
Aym zamanda,

g(x,z) =0

olur. Dolayisi ile g(z,y) = 0 ise x = y olur. Bu kogul saglanmiyorsa g(z,y)
pseudo metrik olarak adlandirilir.

Bir metrige sahip bir kiime metrik uzay olarak adlandirilir. Bir metrik bir tensor
olarak goriilityorsa metrik tensor olarak adlandirilir (Weissstein, 2017).

Genel anlamda metrik tensor g¢;; verilen bir uzayda herhangi iki nokta
arasindaki uzakligin nasil hesaplanacagini soyleyen bir fonksiyondur (Stove ve
Weissstein, 2017). Bilegenleri, genellegtirilmig Pisagor Teoremi’'nde dx; diferansiyel
otelenmelerinin 6ntindeki katsayilar olarak gortlebilir.

ds® = gidat + gradaidy + goodry + .. (6.3)

Oklit uzaymnda d;; Kronecker deltasi (i = j ise 1, degilse 0) olmak tizere g;; = d;;
Pisagor Teoremi’'nin bilinen halini verir.

ds® = da + da3 + ... (6.4)

Bu diigtince ile, metrik tensor, bir tiir genellestirilmig bir koordinat sistemi yoluyla
bir uzaymn geometrik ozelliklerini aritmetiklegtirecek bir arag olarak goriilebilir
(Borisenko ve Tarapov, 1979). Bu diigiincede s6z konusu uzay, ¢ogunlukla yumugak
manifold M dir. Burada metrik tensor temel olarak, iki vektori girdi olarak alan,
ya tek bir v vektorinin uzunlugunun karesi g(v, v) ya da iki farklh vektoriin skaler
carpimi g(u, v) hesaplayan geometrik bir objedir. Bu diigtincede stz konusu vektorler
cogunlukla, M iizerinde bir noktadaki teget uzay 7, de bulunan teget vektorlerdir.

6.1.1 Birinci temel bicim ve yay uzunlugu

x(u, v) vektor fonksiyonu ile tanimlh bir ytizey tizerinde [a, b] araliginda x(u(t), v(t))
vektorl yiizey tlizerinde bir egriyi gosterir. Bu egrinin yay uzunlugu,

s(t) = [ ll=x(u(t), v(t))l|dt (6.5)
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s(t) = / V! (1)2x, - Xy + 20 ()0 (1)Xy - Xy + V' (1)2%, - X,dt (6.6)

integrali ile bulunur. x(u,v) vektoriniin du, dv kadar yer degistirmesi sonucu olugan
yayin uzunlugunun karesi birinci temel bigim olarak ifade edilir.

ds® = Edu® + 2F dudv + Gdv?

F=x,x, F=x,-x, G=X, X,

(6.7)

E, F, G birinci derece temel biiytikliikler olarak adlandirilir. Matris yazimu ile birinci
temel bi¢im ifade edilebilir.

ds® = (du  dv) (? g) @;) (6.8)

6.1.2 Koordinat doniisiimleri

w = u'(u),v" = v'(v) skaler fonksiyonlar1 yardimiyla u,v parametrelerinden ', v’
parametrelerine gecilmek istensin. Yeni parametre sisteminde temel buytklikler,

E =xy-xy F =xy-xy G =%y Xy 6.9
U U U U U U

olur. Zincir kurali ile ', F' G’ ile E.F.G buytkliikleri arasinda iligki kurulabilir.
u =u'(u),v" =v'(v) skaler fonksiyonlari ile olugturulan Jakobi matrisi,

o du

J = (% %) (6.10)
B

olmak ftizere,

E F\ 4 (EF
(5 &)= (5 £)s (6.11)

yazilir. Burada J matrisi koordinat ya da parametre doniigtimiint saglayan bir tiir

tensor olup,
E F
F G

matrisi ise ilgili ylizeyin metrik tensorii olarak adlandirilir.
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6.1.3 Yay wuzunlugunun koordinat sisteminden bagimsiz
olmasi

Ricci ve Levi-Civita (1901), birinci temel bi¢imin koordinat degigimleri nedeniyle
degismedigini ilk kez fark etmiglerdir. Bu durum zincir kuralindan gortlebilir.

dn) _ (2 2 (i
0 0

ov ov d/
v o U

/ / /
= (du' dv') (?, Z,) <§z,) = ds”

6.1.4 Uzunluk, ac1 ve alan

Metrik tensoriin bir bagka yorumu teget diizlemde bulunan teget vektorlerin
uzunluklarinin ve teget vektorler arasindaki acilarin hesaplanmasina olanak
vermesidir. Diger bir ifade ile metrik tensor, yiizeyin parametrik tanimlamasindan
bagimsiz olarak teget vektorlerin skaler ¢carpiminin bulunmasini saglar. Parametrik
bir yiizeyin bir noktasindaki herhangi bir teget vektor,

P = D1Xy + P2Xy
seklinde ifade edilir (p1,p2 € R). a, b iki teget vektor olsun.
a= aX, + aX,, b =0bx,+ bXx,
Skaler carpim yazilirsa,

a-b=abx, X, + a1bX, - X, + b1asx, - X, + a2b62%, - X,
= Cl1b1E + albgF + blagF + CLQbQG

o 50

elde edilir. Bu dort degiskene (ay, as, by, by) bagh bir fonksiyondur. Bu degigsken
ciftlerini kapsayan u, v diizleminde iki vektoriin fonksiyonu seklinde diizenleme tercih
edilir.

g(a, b) = alblE + alsz + blagF + CLQbQG (612)
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6.12 esitligi a ve b vektorlerine bagl simetrik bir fonksiyondur.
g(a,b) = g(b, a) (6.13)

6.12 esitligi ayn1 zamanda her bir degiskenin ayri ayri lineer olmasi anlaminda

bilineerdir.
g(ha+ pa',b) = Ag(a,b) + ug(a’, b)

g(a, Ab + ub’) = Ag(a, b) + ug(a, b’)
Burada a,a’, b, b’ teget diizlemde herhangi dort vektor olup, A, u reel sayilardir.

(6.14)

Bir vektoriin uzunlugu:

lall = +/g(a,b) (6.15)
Iki vektor arasindaki aci:
g(a,b)
cosf = (6.16)
[lall[Ibl]

Yiizey tizerindeki bir B bolgesinin alani ylizeyin parametrizasyonundan bagimsiz
olarak hesaplanabilmelidir.

// || %y X x,||dudv

B

= // vVEG — F2dudv = // det (E F)dudv
B B \/ F G
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